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1 Etwas universelle Algebra

Zuerst eine notationelle Anmerkung: An manchen Stellen wird eine Familie als
Menge betrachtet oder eine Menge als Familie, ohne in der Notation entspre-
chend darauf zu achten. Wihrend das formal natiirlich falsch ist, sollte klar sein,
was gemeint ist (notfalls kann man die Menge ja mit sich selbst indizieren).

Da die Menge N der natiirlichen Zahlen nicht so ganz einheitlich verwendet
wird, werde ich an den Stellen, wo eine Unterscheidung notwendig ist, Ny :=
{0,1,2,...} und N*:={1,2,3,...} verwenden.
Wir werden uns nun mit einigen grundlegenden Begriffen auseinandersetzen,
die in den folgenden Abschnitten immer wieder benttigt werden. Der Inhalt der
Grundvorlesung “Algebra” wird vorausgesetzt.

Definition 1.1. Mit Fi(A) := A = {f: A¥ — A} wird die Menge der k-
stelligen Funktionen (Operationen) auf A bezeichnet. In der Literatur sind auch
F(A)g, Opi(A) und Of(A) gelaufig.

Alle endlichstelligen Funktionen auf A werden mit F(A) := (Jp—; Fix(A) be-
zeichnet. Gleiches bedeuten auch Op(A) und O(A).
Definition 1.2. Fiir £k € N* und 1 < n < k heifit die Funktion

(
& (a1,...,a5) +— ap

eine k-stellige Projektion auf die n-te Komponente.

Die Menge aller Projektionen auf A wird bezeichnet mit

Pr(A) := [j {{Ek), ce ,(gk)} .

k=1

1.1 Universelle Algebren

Definition 1.3 (Universelle Algebra). Fiir eine beliebige Menge A und eine
Familie Q = (w;);er von n;-stelligen Operationen auf A (n; € Np) heiit das
Paar 2 := (A, Q) eine universelle Algebra vom Typ (n;)ier auf A.

Definition 1.4 (Unteralgebra). Eine Teilmenge T' C A heiflt Unteralgebra
(engl. subuniverse) von 2(, wenn sie beziiglich aller Operationen aus ) abge-
schlossen ist. Mit der Bezeichnung w} = w;|pn: ist ¥ := (T, (w})ier) wieder eine
Algebra vom Typ (n;);cr. ¥ wird ebenfalls als Unteralgebra (engl. subalgebra)
von 2 bezeichnet. Man schreibt meist w; = w;. Die Menge aller Unteralgebren
von 2 wird mit Sub 2 bezeichnet.

Satz 1.5. Sub%l ist ein vollstandiger Verband.

Definition 1.6. Sei S C A. Dann bezeichnet (S) die von S erzeugte Unteral-
gebra von U:
(S)==({T eSubA | SCT}.



Satz 1.7. Sei fiir jede Teilmenge T C A die Menge
E(T) ={wiz1...xp, |1 €I, x1,...,20, €T}

definiert und E**1(T) := E(E*(T)), E°(T) = T. Dann ist
(9) = J E*(9).
k=0

Beweis. Es ist S C (S) € Sub®, also F(S) C (S). Mit vollstindiger Induktion
folgt E*(S) C (S) fiir alle k € N und daher auch |-, E*(S) C (S).

Umgekehrt ist S C (Jp—, E¥(S), also bleibt zu zeigen, dass | J;—, E¥(S) € Sub2A
ist. Dies ist klarerweise der Fall. O

Fiir eine Mengenfamile (A;);cs ist das kartesische Produkt formal definiert
durch

f(G) = aj € 4;

T4 ={(aj)jesla; € A} =< f:T— | 4,
JjeJ jeJ
Die beiden Zugénge sind dquivalent, in konkreten Féllen kann aber einer formal
von Vorteil sein.
Beispiele. Fiir eine endliche Indexmenge J = {1,...,n} schreibt sich das Men-

genprodukt als Ay X --- x A, = {(a1,...,a,) | a; € A;}. Sind alle A; = A, so
ist oft die Mengeninterpretation von Vorteil: [[;.; A = AT ={f:J— A}.

Definition 1.8 (Direktes Produkt). Seien 2A; = (A;,;) (j € J) universelle
Algebren vom Typ (n;)ier mit Operationen Q; = (ng ))ie ;. Dann ist das direkte
Produkt dieser Algebren jene Algebra (P,Q2) auf P := [[ A, von Typ (n;)ier,
deren Operationen Q = (w;);er durch
wi(agj))jeJ cee (a;ji))jeJ = (ng)agj) cee a%?) )
jeJ
definiert werden.

Diese Definition in Funktionenschreibweise lautet

Wif1- fa) () = 0P F1G) o fasG) VG €.

1.2 Kongruenzrelationen

Die Menge aller Aquivalenzrelationen auf einer Menge A sei bezeichnet durch
Eq A, die Menge aller Kongruenzrelationen auf einer Algebra 2 = (4,Q) durch
Con%. Fiir © € Eq A und a € A bezeichnet [a]o die Aquivalenzklasse von a.

Sei nun © € Con%A, w; € Q mit Stelligkeit n;. Fiir n; = 0 ist, wegen der Reflexi-
vitidt von ©, w;Ow;, also (w;,w;) € O. Ist n; > 0, so ist mit a1Oby, ..., a,,Oby,
auch w;ay . .. an,Ow;b; ...by,,. Anders geschrieben also mit (a1,b1), ..., (an;, bn;)
aus O auch (w;a;...an,,wib1...by,) = wi(a1,b1)...(an,,bn,) € ©. Es ist da-
her © € Sub(4 x A, Q). Umgekehrt miissen aber nicht alle Unteralgebren von



(A x A, Q) auch Kongruenzrelationen auf 2 sein, da fiir Unteralgebren Reflexi-
vitdt, Symmetrie und Transitivitdt nicht gegeben sein miissen.

Eine genauere Charakterisierung gibt der folgende Satz:

Satz 1.9. Sei A = (A, Q) eine universelle Algebra. Dann gibt es eine Operatio-
nenfamilie Q*, so dass Con2 = Sub(A x A, Q*) ist.

Beweis. Auf A x A seien folgende Operationen definiert:

S'{AXA — AxA
(,y) — (y,2)

und
(A><A)2 — AxA

((z1,91), (2,92)) {(m,yz)

(z1,91) , sonst

, falls y1 = o

Eine Relation R C Ax A ist genau dann symmetrisch, wenn sie Unteralgebra von
(A x A, s) ist, und genau dann transitiv, wenn sie Unteralgebra von (A x A, t)
ist. Q* sei nun Q erweitert um s, ¢ und die nullstelligen Operationen (a,a),
a € A. O

Man kann die Kongruenzen einer Algebra aber auch als die Kongruenzen einer
undren Algebra, d.h. einer Algebra mit nur einstelligen Operationen, darstellen.

Definition 1.10 (Translation). Sei w eine n-stellige Operation auf A und 1 <

k < n. Fixiert man nun beliebige Elemente a1, ...,ax_1,ax+1,-..,a, € A, dann
heifit die Abbildung

A — A
X = wap...q—1TAg4+1 -..0n

eine Translation.
Fiir eine Familie ©2 von Operationen auf A wird die Menge aller Translationen,
die sich mit Operationen aus 2 bilden lassen, mit 7'(€2) bezeichnet.

Satz 1.11. Sei A = (A,Q) eine universelle Algebra vom Typ (n;)icr. Dann ist
Con® = Con(A,T()).

Beweis. Sei © € ConU, i€ I,1 <k <mn; und aj,...,ak—-1,0k+1,---,0n, € A
beliebig. Dann gilt aufgrund der Reflexivitét a;0a; Vj. Unter der Vorrausset-
zung rOy gilt somit, da ©® € Con, auch w;a;...x...ap,Ow;iar...y...ap,.
Somit ist © € Con(A4,T(£2)).

Sei umgekehrt © € Con(A,T(2)) und a10by, ..., a,,Ob,,. Dann folgt
w;aq ... am@wiblag ce e Qpy @wiblbzag [N (Im@ NN @wib1 PN bnl
und aufgrund der Transitivitdt von ©:

Wiay .. .0p,; @wibl ‘e bnl



Definition 1.12. Seien O, ¥ € Eq(A) mit ¥ C ©. Dann definiert man
©/¥ :={([a]y , [b]y) | (a,b) € O} € Eq(A/T).
Satz 1.13 (Isomorphiesatz). Seien ©,¥ € Con(2) mit ¥ C ©. Dann gilt

(2A/)/(0/¥) = 2A/O.

1.3 Terme und Termfunktionen

Definition 1.14 (Terme). Gegeben sei eine “abstrakte” Famile Q = (w;);er
mit paarweise verschiedenen Elementen, ein Typ (n;)i;er mit n; € Ny und eine
Menge X von Variablen?, so dass 2N X = (). Die Mengen T},(X) seien induktiv
definiert durch

To(X):=XU{w; |i€l, n;=0} und

Tn+1(X) = Tn(X)U{witl...tni |i€ I, n; >0, tj S Tn(X)}

Dann heilen die Elemente von
o0
T(X):= | Tn(X)
n=0

Terme. Genauer nennt man die Terme in T}, \ T,,—1 Terme der Stufe n.

Beispiel. Sei Q = (-,e,7%) vom Typ (2,0,1) und X = {z,y}. Dann sind y und
e Beispiele fiir Terme der Stufe 0, x - y eines fiir Stufe 1 und x - 2! eines fiir
Stufe 2. Hingegen ist ! -y kein Term.

Definition 1.15 (Termalgebra). Aus der Menge T'(X) kann man mit der Fami-
lie Q in offensichtlicher Weise eine Algebra (T(X),2) vom Typ (n;);e; machen,
indem man die Operationen als formale Verkettung von Termen wie oben defi-
niert. Man nennt so eine Algebra Termalgebra.

Man hat dann also
witl N tn,. = Witl . tn

wobei das erste w; die Operation in der Termalgebra und das zweite w; das
“formale” Operationssymbol aus der urspriinglichen Familie €2 bezeichnet. Wie
iiblich, machen wir auch hier keinen notationellen Unterschied zwischen den
beiden eigentlich unterschiedlichen Verwendungen von w;.

Anmerkung 1.16. Die Algebra (T'(X), Q) ist durch X erzeugt.

Lemma 1.17 (Eindeutigkeit). Es sei t = wity...tn, € T(X) ein Term, der
auch gleich wjsy ...sy; ist. Dann gilt i = j und t, = s, fir alle k =1,...,n;.
Auferdem ist t # x fiir alle x € X.

Satz 1.18. Sei (T(X),Q) eine Termalgebra, (A,Q) eine Algebra vom selben
Typ und ¢ : X — A eine beliebige Abbildung. Dann gibt es genau einen Homo-
morphismus @ : T(X) — A, der ¢ fortsetzt.

2Es wiirde meist | X| < Ro geniigen.



Beweis. Es kann hochstens eine Fortsetzung geben, da ¢ auf einem Erzeugen-
densystem von T'(X) vorgegeben ist.

Auf Tp(X) ist @ durch ¢ und die Homomorphieeigenschaft festgelegt: ¢|x := ¢
und @(w;) := wj.

Sei nun ¢ auf T,,(X) definiert, w; € Q mit n; > 0 und t1,...,t,, € T,,(X), dann
muss wegen der Homomorphieeigenschaft

P(wity .. ty,) == wip(t1) ... @(tn,)

gelten. ¢ ist aufgrund des vorigen Lemmas wohldefiniert und offensichtlich ein
Homomorphismus. O

Anmerkung 1.19. Haufig werden wir fiir Algebren des gleichen Typs die gleichen
Operationssysmbole verwenden. In diesem Fall hétten wir also anstatt w} auch
w; geschrieben. Die Bedeutung muss sich dann aus dem Kontext ergeben.

Hat man bereits eine Algebra 2 = (A,(), so kann man daraus die Produkt-
algebra (AAk,Q) = (Fi(A), ) bilden. Von dieser Algebra ist eine besondere
Unteralgebra von Interesse:

Definition 1.20 (Termfunktionen). Fiir k& € N* sei
Ti(4,9) = (¢,...&) < (Fi(4),9)

die von den Projektionen gebildete Unteralgebra. Weiters sei?

T(A,Q) = G Th(A, Q).
k=1

Die Elemente in T'(A, ) heiflen Termfunktionen.

Aus Satz 1.18 folgt unmittelbar

Korollar 1.21. Sei X = {x1,...,z}. Dann gibt es genau einen Homomor-
phismus : (T(X),Q) — (T(A,Q),Q) mit (z;) = €.

Anmerkung 1.22. Sei X = {z1,...,z}. Gibt man den Homomorphismus aus
Satz 1.18 durch ¢(z;) = a; € A vor, so schreibt man fiir ¢ € T(X) suggestiv
t(ay,...,ar) := @(t). Es wird dadurch eine Termfunktion

AF = A (a,. .. a) — tlay,...,az)

vermittelt.

Fiir den Homomorphismus ¢ aus Korollar 1.21 hat man (t)(a1,...,ar) =
t(ay,...,ar). Man nennt dies das Einsetzungsprinzip und schreibt oft ¢(t) = t.

Satz 1.23. Sei (A, Q) eine Algebra und S C A. Dann gilt

(S) = {t(sl,...,sk) teT{a1,...,z1}), k €No, s1,...,5% es}.

3Die Vereinigung soll disjunkt sein.



Beweis. Vgl. Satz 1.7. O

Fir t € T({x1,...,21}) C T(X) schreibt man oft ¢ = t(x1,...,zx).

Satz 1.24. Seien (A,Q), (B,Q) und T(X) vom selben Typ, ¢p: A — B ein
Homomorphismus und t € T({x1,...,x}). Dann gilt fir alle a,...,a; € A

@(t(ala IR a’k)) = t(w(al)v B @(ak))'

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Stufe von ¢. Fiir ¢ = x;
ist t(a1,...,a;) = a; und t(p(ar),...,e(ar)) = ¢(a;). Fir t = w; mit n; =0
ist t(a1,...,ar) = w; € Aund t(p(ar),...,p(ar)) = w; € B.

Sei nun t = w;ty ...t,,, wobei die Behauptung fiir ¢;,...,t,, bereits gelte. Es
folgt mit Hilfe von Einsetzungshomomorphismen nach A bzw. B:

o(t(ar,...,ax)) = plwit1(ar, ... ak) - . . tn; (a1, ..., ax))
=w;p(ti(ar,...,ag)) ... oty (a1,...,ax))
=wit1(p(a1),...,o(ar)) ... tn,(plar),...,p(ar))
= t(p(ar), ..., plar)).

Definition 1.25 (Polynomfunktionen). Fiir k € N* sei
P4, ) = ({&P,... P LU Aw) < (Fi(4), ),

wobei Ay = {a(k) |ae A} die Elemente aus A aufgefasst als k-stellige kon-

stante Funktionen (a1, ..., ax) — a sind. Weiters sei
P(A,Q) = Pu(A, Q).
k=1

Die Elemente in P(A, ) heilen Polynomfunktionen.

Beispiele. Fiir den Koérper R (also (A4,Q) = (R,+,0,—,-,1)) ist Tp(A4,Q) =
Zlzy, ...,z und Pp(A, Q) =2 Rzq, ..., x5

Hingegen sind fiir (4, Q) = (Z,,+,0,—, -, 1) die Algebra Ty (A4, 2) und der Poly-
nomring Zy[z1, . . ., Tx) nicht isomorph, da erstere (wie auch Py (A4, Q2)) aufgrund
der Lagrange-Interpolation gleich Fj(Z,) ist und daher insbesondere endliche
Méchtigkeit hat, wahrend zweiterer abzahlbar unendlich ist. Fir & = 1 gilt
speziell:

Pl(Zp,Q) = Tl(Zp,Q) = {ao +a1€+ te +ap_1£p71 | a; € Zp} = Fl(Zp),

wobei ¢ die identische Abbildung bezeichnet und die letzte Gleichheit wieder
aufgrund der Lagrange-Interpolation gilt.

4Die Vereinigung soll wieder disjunkt sein.



Definition 1.26 (primal, polynomvollstindig, terméquivalent). Eine Algebra
(A, Q) heiit

e primal®, wenn F(A) = T (A, Q);

e polynomuolistindig®, wenn F(A) = P(A,Q).

Zwei Algebren (A,Q) und (A, ®) heiflen termdiquivalent, wenn T(A, ) und
T(A, ®) iibereinstimmen.
Beispiele. Jeder endliche Primkorper ist primal.

Jedes Galois-Feld GF(p') ist wegen der Lagrange-Interpolation polynomvoll-
stdndig, falls t > 1 aber nicht primal.

Boolesche Algebren und Boolesche Ringe sind terméquivalent.

Die Boolesche Algebra ({0, 1}, A, V,0,1,") ist primal, da (Zy, 4,0, —, -, 1) primal
ist.

({0,1},|) ist primal, wobei a | b := (a A b)’. Man nennt | den Shefferstrich. Aus
ihm lassen sich alle logischen Operationen aufbauen. Auch daraus erkennt man,
dass ({0,1},A,V,0,1,) primal ist.

Wir sammeln noch einige Eigenschaften polynomvollstéindiger Algebren:

Proposition 1.27.

o st Q endlich und (A,Q) polynomuvollstindig, dann ist A endlich.

o Ist die Algebra (A,Q) polynomuollstindig, so ist sie einfach, d.h. sie hat
nur die trivialen Kongruenzen.

e Eine Gruppe (G,-,e,”) mit |G| > 1 ist polynomvollstindig genau dann,
wenn sie endlich, einfach und nicht abelsch ist.

Sauch: termfunktional vollstindig
6auch: (polynom-)funktional vollstindig



2 Galoisverbindungen

2.1 Hiillensysteme

Definition 2.1 (Hiillenoperator). Ein Hillenoperator auf einer Menge A ist
eine Abbildung n: PB(A) — P(A4), die fir alle X, X* € PB(A) folgende Eigen-
schaften erfiillt:

1. Monotonie: X C X* = n(X) C n(X*),

2. Extensivitit: X C n(X),

3. Idempotenz: n(n(X)) = n(X).
Beispiele.

o Sei (A4,Q) eine Algebra. Dann ist

v { 3O

- P4)
= (S)
ein Hiillenoperator auf A.

e Sei (A,9) ein topologischer Raum. Dann bestimmt 7(X) := X einen
Hiillenoperator auf A.

Definition 2.2 (Hiillensystem). Eine Teilmenge $) der Potenzmenge einer Men-
ge A heif3t Hillensystem auf A, wenn fiir alle $* C $ auch

ﬂXGYJ

Xen*
gilt.
Beispiele.
e Die Unteralgebren Sub %2l einer universellen Algebra 2.
e Die abgeschlossenen Mengen in einem topologischen Raum.
Definition 2.3. Eine Mengensystem & heifit (nach oben) gerichtet, wenn
VX, Y e®3IZe€&: XCZNY CZ

Definition 2.4. Ein Mengensystem 91 heifit induktiv, wenn fiir alle gerichteten
Teilsysteme & C 9 auch |J & in M enthalten ist.

Satz 2.5. Fir jedes induktive Hiillensystem $) tber einer Menge A gibt es ei-
ne Operationenfamilie Q auf A, so dass $ = Sub(A, Q). Umgekehrt ist Sub2d
immer induktiv.

Der Beweis wird in [1, Abschnitt 2.1] gefiihrt.
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Satz 2.6.

1. Sei $) ein Hillensystem auf A. Dann ist

e { PA) — P4
X — N{X*eHn| X* DX}

ein Hillenoperator auf A.

2. Sein ein Hillenoperator auf A. Dann ist
9y ={n(X) | X C 4}
ein Hillensytem auf A.

3. Die Zuordnungen $) — ng und n — $, vermitteln zueinander inverse
Bijektionen.
2.2 Galoisverbindungen

Definition 2.7 (Galoisverbindung). Unter einer Galoisverbindung versteht man
ein Paar (o,7) von Abbildungen

BN =B ) = e
X — o(X) "’ ’

so dass fiir alle X, X* € P(A) und Y, Y™ € P(B) gilt:

1. X CX* = o(X)
Y CY* = 7(Y)

2 a(X"),
2O 7(Y™*) (Antitonie) und
2. X C710(X),Y Cor(Y).

Lemma 2.8. Seien (V,<) und (W,<) zwei verbandsgeordnete Mengen und
[V = W bijektiv. Dann sind dquivalent:

1. f ist Isomorphie von (V,A\,V) nach (W, A, V).
2. f und f=t sind monoton, d.h. Vz,y €V :x <y & f(z) < f(y).

Satz 2.9. Sei (0,7) eine Galoisverbindung zwischen A und B. Dann sind o
und o1 Hiillenoperatoren auf A bzw. B mit den Hiillensystemen

a4 ={7(Y)|YCB} und $Hp:={c(X)]|X C A}.
Die Verbinde ($a,A,V) und (9p,V,N) sind zueinander isomorph.

Man nennt zwei Verbénde, die mit vertauschten Operationen zueinander iso-
morph sind, auch dual isomorph.

Im Beweis dieses Satzes werden auch folgende Tatsachen beweisen:

11



Lemma 2.10.

1. o =010, T=TO0T.

2. Die eingeschrinkten Abbildungen o: H4 — $Hp und 7: Hp — Ha sind
bijektiv und zueinander invers.

Definition 2.11. Die Mengen aus $H4 und $Hp heilen Galois-abgeschlossen.

Die Problemstellung ist zumeist, eine gute (interne) Charakterisierung der Galois-
abgeschlossenen Mengen zu finden.

Satz 2.12. Fiir eine Relation R C Ax B seien die Abbildungen o und T gegeben
durch
o(X):={yeB|VxreX:zRy},

T(Y):={zreA|YyeY : :xRy}.
Dann ist (0,7) eine Galoisverbindung.

Beispiele.

e A= B = H ein Hilbertraum, R =1.
Dann ist o(X) = 7(X) = X*. Die Hiillensysteme sind gegeben durch
{N C H | N ist abgeschlossener Unterraum von H}, und der Hiillenoper-

ator durch X +— [X]. Der duale Isomorphismus zwischen den Hiillenver-
binden ist M +— M und daher involutorisch.

e Klassische Galoisverbindung: Sei K < E eine Korpererweiterung, A :=
Gal(E/K) := {p € Aut(F) | p(a) =aVae K}, B:=FEund RC Ax B
definiert durch pRa < ¢(a) = a. Dann erhilt man unter geeigneten
Voraussetzungen als Galois-abgeschlossen Mengen die Zwischenkorper Z
(K < Z < E) einerseits und die Untergruppen von (Gal(E/K),o) ande-
rerseits.

2.3 Eine einfache Anwendung: Begriffsverbinde

Interpretiert man A = G als eine Menge von “Gegensténden” und B = M
als eine Menge von “Merkmalen”, dann macht es Sinn, sich folgende Relation
anzuschauen: R = I mit gIm :& “der Gegenstand g hat das Merkmal m”
(Inzidenzrelation).

Nimmt man nun den Hiillenverband auf G und ersetzt jede Galois-abgeschlossene
Menge X C G durch das Paar (X,0(X)), so erhilt man einen Begriffsver-
band. Ein solches Paar zugehoriger Galois-abgeschlossener Mengen nennt man
einen Begriff. Die Begriffsverbénde sind ein wesentliches Werkzeug der formalen
Begriffsanalyse, die von Rudolf Wille und seiner Schule in Darmstadt entwi-
ckelt wurde. [4] ist ein einfiihrendes Buch, und wie {iblich liefert die Wikipe-
dia unter http://de.wikipedia.org/wiki/Formale_Begriffsanalyse einen
Uberblick.
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2.4 Eine weiteres Beispiel: Algebraische Geometrie

Sei (p;);c; eine Familie von Polynomen in z1, ..., 2, iiber einem Korper K. Man
betrachtet nun iiber K das algebraische Gleichungssystem

pi(Z1,...,2,) =0, 1€ 1.

Genau jene Mengen aus K", die sich als Losungsmenge eines solchen Systems
definieren lassen, heiflen algebraische Varietiten. Es macht nun Sinn, eine Rela-
tion R zwischen Punkten (uq,...,u,) € K™ und Polynomen p € K[z1,...,z,]
zu definieren durch

(u, ..., un)Rp & plu, ..., u,) = 0.

Auf der einen Seite hat man als Galois-abgschlossene Mengen natiirlich die
Varietiten, auf der anderen gewisse Ideale (siehe Hilbert’scher Nullstellensatz).
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3 Clones

3.1 Einleitung

Definition 3.1. Man nennt eine Funktion f: A — A vertréglich mit einer
Relation © € A2, falls mit a®b auch f(a)©f(b) gilt.

Beispiel. Eine Funktion f € A4 ist genau dann vertriiglich mit einer Ordnung
< auf A, wenn sie beziiglich dieser Ordnung monoton (isoton, ordnungstreu)
ist.

Man erhilt eine Galoisverbindung zwischen Eq A und A4 = {f: A — A} durch
die Relation R mit ORf :& O vertrdglich mit f. Die Galois-abgeschlossenen
Teilmengen von Eq A sind dann Con(A4, Q) mit Q C F(A).

Wir wollen nun das Konzept der Vertréaglichkeit etwas ausweiten: Einerseits
kann man (J-stellige) Relationen © C A7 (J beliebig) betrachten, andererseits
Funktionen in mehreren Verédnderlichen.

Definition 3.2. Eine Relation ©® C A7 und eine Funktion f € Fj(A) heifilen
vertrdglich, wenn gilt:

(a§1)) €0
jeJ

(a§k))jej €6

Wir werden im folgenden Clones als Teilmengen von F(A) definieren. Um damit
Algebra zu betreiben, benétigen wir aber zuerst eine (partielle) Operation auf
F(A):

Definition 3.3 (Komposition). Fiir Funktionen f € Fy(A) und gy,...,gx € AP
ist fo(g1,...,9%) = f(g1,...,gr) € AP definiert durch

flgt, - gr)(@) = f(g1(x),...,gx(x)) Vzx € B.

= (f(ag-l), e 7agk)))je] € 0.

Fiir diese verallgemeinerte Komposition gilt ein Analogon zum Assoziativgesetz:
Seien f € Fj(A), g1,..., 9% € Fu(A) und hq, ..., h,, € AP, dann gilt

(fo(gla"'7gk))O(hla“'ahm) :fo(glO(hla"'7hm)7"',gko(hla"'7hm))~
Man nennt dieses Gesetz das Super-Assoziativgesetz.

Sei M eine Menge von Kardinalzahlen und SR C {@ c A/ | Je M } eine Menge
von Relationen. Dann kann man mit der Vertréglichkeitsrelation eine Galoisver-
bindung zwischen 2R und F(A) definieren. Die Abbildungen sind fiir G C F(A)
und & C R gegeben durch

G — {O© € R | © vertriglich mit allen g € G} =: Inv(G)

und
S — {f € F(A) | f vertriglich mit allen © € &} =: Pol(&).

Man nennt Inv(G) die Invarianten von G und Pol(&) die Polymorphismen von

G.
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Beispiele.
e R =Eq(A). Dann ist Inv(G) = Con(4, G).
e Pol({<}) sind die monotonen (isotonen, ordnungstreuen) Funktionen.

o Fiir Q = (w;)ier sei " = {w; | i € I, n; > 0}. Fasst man Sub(A4, Q) als
Menge von einstelligen Relationen auf, so ist * C Pol(Sub(A4, ©2)). Ebenso
ist Q* C Pol(Con(A4,Q)).

3.2 Clones

Fiir jede Teilmenge C von F(A) sei Cy := C N Fy(A).
Definition 3.4 (Clone). Eine Teilmenge C von F(A) heiit Clone auf A, wenn
gilt:

1. Aus f € Cp und g1, ...,9x € Cp, folgt f(g1,-..,9%) € Cin.

2. Pr(A) CC.

Die Menge aller Clones auf A wird mit Clo(A) bezeichnet.

Der Begriff Clone ist Abkiirzung fiir closed network of functions und hat nichts
mit einem biologischen Klon zu tun.

Beispiele.

e Pr(A) ist der kleinste Clone auf A.
o F(A) ist der grofite Clone auf A.

o Uber Rist Jpo, Rx1,..., 2] der sogenannte Polynomclone.

Der Durchschnitt von Clones auf einer Menge A ist wieder ein Clone, d.h. die
Menge aller Clones auf A bildet ein Hiillensystem auf A. (Clo(A4),N, V) bildet
also einen vollstdndigen Verband. Er ist sogar induktiv.

Ist A eine zweielementige Menge, so ist Clo(A) bereits abziahlbar unendlich (der
zugehorige Verband heifit Post’scher Verband), fiir eine dreielementige Menge
ist Clo(A) sogar schon iiberabzéihlbar.

Definition 3.5 (Atom). Sei U ein Verband mit kleinstem und gréfitem Element.
Die oberen Nachbarn des kleinsten Elements von U heiflen Atome, die unteren
Nachbarn des grofiten Elements heiflen Koatome. Wenn jedes Element (aufier
dem kleinsten) aus U iiber einem Atom liegt, es also keine “direkt zum kleinsten
Element absteigende” unendliche Kette gibt, nennt man U atomar. Hat analog
jedes Element (auBer dem grofiten) ein Koatom iiber sich, heifit der Verband
koatomar.

Die Atome in (Clo(A),N,V) heiflen minimale Clones, die Koatome mazimale
Clones. Fiir endliches A ist der Verband atomar und koatomar, und es gibt nur
endlich viele Atome und Koatome.

Fiir endliches A wurden die maximalen Clones von Rosenberg klassifiziert. Wir
werden diese Klassifikation in Abschnitt 3.5 genauer betrachten.
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3.3 Termfunktionen und Clones

In Abschnitt 1.3 haben wir T'(A4, Q) als die Menge der Termfunktionen auf (A4, §2)
definiert. Nun werden wir zeigen, dass Termfunktionen und Clones nur unter-
schiedliche Sichtweisen ein und derselben Sache sind (vgl. auch [2, Lemma 2]).

Anmerkung 3.6. Sei (A, Q) eine universelle Algebra von Typ (n;)icr, w; € Q
mit n; >0, hq,.. .,hni S Fk(A), dann ist
wihl .. hnL = Ww; o (hl, .. .,hni),

wobel w; links als Operation in (Fj(A), Q) aufgefasst wird und rechts als Op-
eration in (A4, (), also als Funktion A™ — A.

Satz 3.7. Fir jede universelle Algebra (A, Q) ist T(A, Q) ein Clone auf A.

Beweis. Die Projektionen auf A sind laut Definition in T'(A, 2) enthalten. Seien
feT(AQ), g1,---,9k € T(A, Q). Zu zeigen ist f(g1,...,9%x) € Tm(A, Q).
Sei Gi(A) :={g € Fr(4) | 9(g1,---,9x) € Tin(A4,Q)}. Wir werden zeigen, dass
G (A) eine Unteralgebra von (Fj(A), Q) ist, welche die Projektionen und damit
auch Ty (A, Q) umfasst.

Es gilt €% (g1,...,95) = gi € Tr(A,Q) und deshalb £ € Gi(A) fiir alle
i=1,... .k

Sei i € I mit n; > 0 und hq, ..., hy,, € Gx(A). Dann folgt aufgrund Anmerkung
3.6 und dem Super-Assoziativgesetz:

(wihl .. hn,)(gla e 7gk) = (wi(hl,. . ,hm))(gl, . ,gk-) =

:wi(hl(gl,...,gk),...,hn1<g1,...,gk)) =

= Ww; hl(gla .. ,gk) .. hni(gla .. ,gk) (S T.,,L(Q).
€T, (A,Q) €Tm (AQ)

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass w; hier fiir verschiedene Operationen
bzw. Abbildungen steht: Zuerst als Operation auf Fj(A), dann als Abbildung
A" — A (also die urspriingliche Operation auf A) und zuletzt als Operation auf
F(A). Fir n; =0 gilt w; € G(A4), da w; € T1, (A, Q) (w; jeweils als konstante
Funktion aufgefasst). O

Umgekehrt ist natiirlich jeder Clone auch eine Termfunktionenalgebra: C' =
T(A,QC).

Korollar 3.8. Auch P(A,Q) ist ein Clone auf A.

Beweis. P(A,Q) =T(A,QU A1), wobei Ay die Menge aller konstanten ein-
stelligen Funktionen ist (vgl. Definition 1.25). O

Anmerkung 3.9. Als Clone wird T'(A, 2) von Q erzeugt und P(A, ) von QUA ).

Ein wichtiges Werkzeug ist folgender Satz, welcher der Interpolationsformel von
Lagrange nachempfunden ist. Vergleiche auch [1, S. 82f].
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Satz 3.10 (Darstellungssatz von Post). Sei A endlich, |A] > 2. In A seien
zwei verschiedene Elemente 0 und 1 ausgezeichnet. Des weiteren seien auf A
die zweistelligen Operationen + und - definiert, fir die x +0 = 04+ z = =,
-1 =x und x-0=0 gelte. Es bezeichne x, die charakteristische Funktion von

a, also
1 ,x=a
ofz) = .
Xa(@) {O , sonst
Fiir by,..., by, € A seien das Summen- und Produktsymbol definiert durch:
D obii= (o (b b))+ bs) oo b)), [l = (oo ((br-b2) - b) - b).
i=1 i=1

Sein > 1 und die Menge A™ durchgezihlt: A™ = {(a1;,...,an;) | 1 < j < |A|"}.
Sei nun f € F,(A). Dann gilt

|A]" n
flay,. ... xy) = Z <f(a1j,...,anj) . HXa”(xz)> .

Insbesondere ist f € Py (A, (+,, (Xa)aca)) und die Algebra (A, (+, -, (Xa)aca))
polynomuollstindig.

Beweis. Es gentigt festzustellen, dass

. 1 (1, .,Zn) = (a14,...,0an;
HXaij (l‘z) = { ( ' ) ( Y ])
i=1 0

, sonst

und daher auf der rechten Seite immer genau der gewiinschte Funktionswert
stehen bleibt. 0

Korollar 3.11 (Satz von Sierpinski). Jede Funktion f € F,(A) ist als Kompo-
sition von hdchstens zweistelligen Funktionen darstellbar. F(A) wird als Clone
auf A von Fy(A) erzeugt.

Diese Folgerung gilt auch fiir unendliches A, wie leicht einzusehen ist.

Wenn A = GF(p') ein endlicher Korper ist, gilt fiir jedes a € A

_ HbGA\{a}(aj —b)
HbeA\{a}(a —b)

Die Interpolationsformeln von Lagrange und Post stimmen hier also iiberein.
Auflerdem sieht man noch einmal, dass GF(p') polynomvollstéindig ist.

Xa () € P (GF(p")).

Wenn A unendlich ist, konnen Funktionen mit dem Darstellungssatz von Post
an endlich vielen Stellen durch eine Polynomfunktion interpoliert werden. Fiir
einen Korper ergibt sich wiederum die Formel von Lagrange.
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3.4 Die Galoisverbindung

Am Ende von Abschnitt 3.1 haben wir bereits eine Galoisverbindung zwischen
Relationen und F(A) definiert. Wir wollen nun eine eingeschriinkte Variante
genauer betrachten.

Fiir den gesamten Abschnitt sei A eine endliche Menge. Alle endlichstelligen
Relationen auf A werden mit R(A) := [J;—, B(A*) bezeichnet.

Man kann jede k-stellige Funktion f: A*¥ — A als die k + 1-stellige Relation
{(zo,...yzk) | xo = f(z1,...,2), x; € A} auffassen (den Graphen der Funkti-
on). Umgekehrt ist jede Relation R C A’ als Menge von Funktionen I — A
auffassbar. Insbesondere werden wir I = {1,...,k} haben.

Wie schon in Abschnitt 3.1 haben wir eine Vertréiglichkeitsrelation zwischen
F(A) und R(A) gegeben durch: f € F(A) ist vertriiglich mit © C A7 genau
dann, wenn fiir alle py,...,pr € © auch fo (p1,...,px) = f(p1,-.-,px) € O.
Diese Relation definiert eine Galoisverbindung zwischen F'(A) und R(A).

Wie zuvor bezeichne fiir S C R(A)

Pol(S) :={f € F(A) | f ist vertréglich mit allen © € S} = ﬂ Pol ({©})
ees

und
Poli(S) := Pol(S) N Fi(A).

Lemma 3.12. Sei S C R(A). Dann gilt Pr(A) C Pol(S), d.h. die Projektionen
sind mit allen Relationen vertrdglich.

Beweis. Sei fgk) eine k-stellige Projektion (1 <i<k)und© € S, 0 C A7 (J
endlich). Seien weiters p1,...,pr € O. Dann ist fi(k) (p1y---,pk) = pi € © und
somit fi(k) € Pol(9). O

Wir kénnen nun den ersten Teil des Hauptsatzes der Galois-Theorie “Funktion-
en—Relationen” formulieren und beweisen:

Satz 3.13 (Hauptsatz, 1. Teil). Die Galois-abgeschlossenen Mengen von F(A)
sind genau die Clones auf A, d.h.

C C F(A) ist Clone auf A< 35 C R(A) mit C = Pol(S).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Pol(S) immer ein Clone auf A ist. Nach Lemma
3.12 ist Pr(A) C Pol(S), es bleibt also zu zeigen, dass Pol(S) unter der Kom-
position abgeschlossen ist. Sei f € Polg(S), ¢1,-..,9x € Pol,,(S) und © € S,
© C A7. Wir miissen die Vertriglichkeitsbedingung fiir f(gi, ..., gx) nachwei-
sen: Seien p1,..., pm € O beliebig. Dann gilt nach dem Super-Assoziativgesetz

(f(g15---598)) (P15 pm) = f(g1(p15- s pm)s -+, (P15 - -+ Pm)) € O.
SC] €0

Sei nun C ein Clone. Dann ist Cj, := C' N Fx(A) C Fx(A) = A mit J = A*
endlich. Also kann CY, als endlichstellige Relation aufgefasst werden. Wir werden
zeigen, dass C = Pol({C}, | k € N*}) gilt.
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Nach dem ersten Teil des Beweises ist D) := Pol({C}}) ein Clone. Es gilt sogar
D,(ck) = D™ NFL(A) = C, denn: Sei f,g1,...,gx € Cy, dann ist f(g1,...,9x) €
C, da C beziiglich der Komposition abgeschlossen ist. Es ist also f € Pol({Cy})
und daher Cy C D,gk). Sei umgekehrt f € D,(Ck). Da f%k), . ,f,(ck) € Cy und Cy
mit D,(Ck) vertriglich ist, muss f = f(fgk), ceey ,(Ck)) € C} sein. Also ist D,(Gk) C Cy.
Es sei nun D = (72, D) = Pol({C}, | k € N*}). Wir werden zeigen, dass
C = D gilt:

Sei f € C, dann gibt es ein m, so dass f € C,,. Seien ¢1,...,9m € Cy, fir
beliebiges (festes) k. Dann ist auch f(g1,...,gm) € Ck, denn C ist abgeschlossen
beziiglich Komposition. Also ist f mit allen Cj vertrédglich und C' C D.

Sei umgekehrt f € D, dann gibt es ein m, so dass f € D,, C Dﬁfln) =C, CC.
Also ist D C C und daher insgesamt D = C. O

Satz 3.14 (Hauptsatz, 2. Teil). Eine Menge S C R(A) ist genau dann Galois-
abgeschlossen, wenn sie ein “relationaler Clone” ist.

Dabei ist ein relationaler Clone eine Teilmenge von R(A), die gewissen Ab-
schlussbedingungen geniigt. Es soll hier weder eine genauere Definition noch ein
Beweis gebracht werden.

3.5 Der Satz von Rosenberg

Aus dem Satz 3.13 kénnen wir folgendes Korollar ableiten:

Korollar 3.15. Der Clone-Verband (Clo(A),N,V) hat iber einer endlichen
Menge A nur endlich viele Koatome.

Beweis. Sei C ein maximaler Clone auf A. Nach dem Beweis des Hauptsatzes gilt
Cy = Poly({C2}) und aufgrund des Satzes von Sierpinski (3.11) Cy # Fy(A),
da sonst C' = F(A) wére. Daher gilt auch Pol({C3}) # F(A). Ebenfalls aus
dem Beweis des Hauptsatzes folgt C' C Pol({C2}) und damit, da C' maximal ist,
C = Pol({Cy}).

Jeder maximale Clone hat also die Gestalt Pol({©}) fiir ein © C A4” = Fy(A).
Da A endlich ist, gibt es aber nur endlich viele solche ©. O

In einem Verband bezeichnet [A, B] die Menge aller Elemente zwischen A und
B. Ist M das grofite Element des Verbandes, so heifit [A, M] auch der von A
erzeugte Hauptfilter.

Proposition 3.16. Zu jedem C € Clo(A) (A endlich) gibt es einen mazimalen
Clone D mit C C D.

Beweis. Wir betrachten die geordnete Menge ([C, F(A)]\ {F(A)}, <) und wen-
den darauf des Lemma von Zorn an. Sei also {C(*) | i € I} eine Kette in
[C,F(A]\{F(A)} (I #0) und D := J;c; CV. Dann ist sicher D O C und D
ein Clone. Es bleibt zu zeigen, dass D # F(A).

Da A endlich ist, ist F'(A) endlich erzeugt, zum Beispiel von F»(A). Es sei
{f1,..-, fm} ein Erzeugendensystem. Damit ist D # F(A) genau dann, wenn es
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ein f; € {f1,..., fm} gibt, so dass f; € D. Angenommen D = F(A). Dann liegen
alle f; in D, es gibt also Indizes 1,...,%y, € I mit f; € Cl3), Sei § = maxij,
dann liegen alle f; in C), und daher ist C) = F(A), ein Widerspruch. O

Um die maximalen Clones zu klassifizieren, ben6tigen wir einige spezielle Rela-

tionen”.

Definition 3.17. Eine Permutation heifit prim, wenn sie nur aus Zyklen mit
der gleichen primen Lange besteht.

Definition 3.18. Eine Relation ® C A* heifit affin, wenn es eine abelsche
Gruppe (A, +) gibt, so dass (a,b,¢,d) € O genau dann, wenn a + b = ¢+ d gilt.
Eine affine Relation heifit prim-affin, wenn (A, +) eine abelsche Gruppe ist, in
der alle Elemente die gleiche prime Ordnung p haben.

Definition 3.19. Fiir A > 1 heit eine Relation © C A" total symmetrisch,
wenn fiir alle Permutationen 7 von {1,...,h} und alle Tupel (ay,...,a,) € A":

(a1,...,an) € © & (ar(y,---,ar(n)) €O.
Definiert man Ay, C A" durch

A= {(ar, - an) | 3i# ;= a5},

dann heiit © C A" total reflexiv, wenn Ay C O.

Wenn © total reflexiv und total symmetrisch ist, definiert man das Zentrum
von © durch

C(©):={a€ A|Vay,...,an € Aa,az,...,ap) € OF.

Die Relation © heifit zentral, wenn sie total reflexiv und total symmetrisch ist
und ein nichtleeres Zentrum hat, das eine echte Teilmenge von A ist.

Es sei wie iiblich fj(m) die m-stellige Projektion auf die j-te Koordinate. Es sei
h={1,...,h—1} und w,, die h-stellige Relation auf h™, die folgende Bedin-
gung erfiillt:

(a1, an) € wn & V1< j<m: (€7 (ar),... .6 (an)) € hy,.

Definition 3.20. Eine Relation Q C A" heiBt h-regulir erzeugt, wenn es ein
m > 1 und eine Surjektion p: A — h™ gibt, so dass © = ¢~ (wy,).

Jede h-regulér erzeugte Relation ist total reflexiv und total symmetrisch.

Nun koénnen wir endlich den Satz formulieren:

Satz 3.21 (Satz von Rosenberg). Ein Clone C auf einer endlichen Menge A

ist genau dann mazimal, wenn C = Pol({©}), wobei © eine Relation aus einer
der folgenden Klassen ist:

e Die Menge aller Halbordnungen auf A, die ein grifites und ein kleinstes
Element haben.

"Die folgenden Definitionen sind nicht Priifungsstoff.
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e Die Menge der Graphen aller primen Permutationen auf A.
e Die Menge aller nichttrivialen Aquivalenzrelationen auf A.
e Die Menge aller prim-affinen Relationen auf A.

e Die Menge aller zentralen Relationen auf A.

e Die Menge aller h-regulir erzeugten Relationen auf A.
Der Beweis dieses Satzes wiirde den Rahmen der Vorlesung bei weitem sprengen,

es sei nur folgendes angemerkt: Ist C' = Pol(S) = (g Pol({©}) maximal, so
gibt es ein Oy € S mit Pol({Oy}) # F(A) und daher Pol(S) = Pol({Og}).
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4 Gleichungstheorien und Varietéiten

Das Gebiet der “Equational Logic” versucht, Algebren durch die Gleichungen,
die in ihnen gelten, zu charakterisieren. Zum Beispiel wird untersucht, welche
Algebren mit einer zweistelligen Operation es gibt, die das Assoziativgesetz
erfiillen.

4.1 Klassen und Varietiten

Die Gesamtheit aller Algebren eines Typs ist keine Menge im Sinn der axiom-
atischen Mengenlehre. Man spricht daher von Klassen algebraischer Strukturen,
vel. [1, S. 58ff].

Definition 4.1. Es sei K eine Klasse von Algebren desselben Typs. Dann be-
zeichnet

e S(K) die Klasse aller Unteralgebren von Algebren in K;

e H(K) die Klasse aller homomorphen Bilder von Algebren in K;

e J(K) die Klasse aller isomorphen Bilder von Algebren in X und

e P(K) die Klasse aller direkten Produkte von Algebren in K.
Lemma 4.2. H, S und IP sind Hiillenoperatoren®.

Definition 4.3 (Varietit). Eine Klasse K heifit Varietdt, wenn S(K) C K,
H(K) C Kund P(K) C K.

Satz 4.4. Sei K eine Klasse von Algebren desselben Typs. Dann ist HSP(K)
die kleinste Varietdt, die KC umfasst.

Lemma 4.5.
1. SH(K) C HS(K)
2. PS(K) C SP(K)
3. PH(K) C HP(K)

Beweis. Sei? € SH(K). Dann gibt es ein B € H(K) mit A < B. Auflerdem gibt
es eine Algebra € in [C und einen surjektiven Homomorphismus ¢: € — 9B. Es ist
dann ¢~ !(A) eine Unteralgebra von € und, da ¢ surjektiv ist, (¢ ~(4)) = A,
also 2 € HS(K).

Die Beweise der anderen zwei Aussagen gehen dhnlich, siehe [1, S. 59]. O

Beweis von Satz 4.4. Sei K' D K und K’ eine Varietit, dann gilt offensichtlich
K’ D HSP(K) D K. Es bleibt also zu zeigen, dass HSP(K) eine Varietét ist.

H(HSP(K)) = HSP(K), da H Hiillenoperator ist. Mit Lemma 4.5 gilt
S(HSP(K)) = SH(SP(K)) C HS(SP(K)) = HSP(K) und P(HSP(K)) C
HPSP(K) C HSPP(K) C HSIPIP(K) C HSIP(K) C HSHP(K) C
HHSP(K) = HSP(K). O

8Bei entsprechender Ausweitung der Definition auf Klassen.
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Es ist also K genau dann eine Varietét, wenn HSP(K) = K ist. HSP ist ein
Hiillenoperator (HSPHSP(K) C HSHSPP(K) C HHSSP(K) = HSP(K)),
und die Varietédten sind genau die abgeschlossenen Klassen.

4.2 Frei erzeugte Algebren

Definition 4.6. Sei K eine Klasse, X eine beliebige Menge und § = (F,Q) € K
mit X C F. Dann heifit § frei erzeugt von X in K oder freie K-Algebra mit
freiem Erzeugendensystem X, wenn

1. §=(X),

2. VA = (A,Q) € K Vy: X — A gibt es eine Fortsetzung von ¢ zu einem

Homomorphismus @ : § — 2.

Man hat also
X——F

/
0 v
l A
A
Wegen (X) = § ist ¢ eindeutig bestimmt.

Satz 4.7.

o Sind §1 und §o frei erzeugt von X, dann sind sie isomorph. Man spricht
daher von der in KC von X frei erzeugten Algebra Fr(X).

o Ist | X|=|X'|, dann ist Frc(X) = Fc(X).

Beweis. Sei §1 = (F1,) von X und §2 = (F3,Q) von X’ in K frei erzeugt mit
|X| = |X'| und ¢1: X — X’ bijektiv. Dann hat man

¥1
X—=X
\[\WQI—SOll J
P1
§ = 82
und @3 o ¢1]/x = idx. Da X Erzeugendensystem ist, folgt @2 o ¢ = idpr, und
analog @ 0 @y = idg,. Daher ist @y = ¢; ' und @; ein Isomorphismus. O

Fiir n € Ny ist §x(n) die frei erzeugte Algebra mit einem Erzeugendensystem
der Machtigkeit n.

Beispiele.
e V = Vektorrdume, V' € V. Fiir jede Basis B von V gilt V = F,(B),

d.h. jeder Vektorraum ist frei erzeugt.

e G = Gruppen, X = {z}, dann ist §g(X) = Z (genauer Z = Fg({1}) =
§g({—1})). Alle anderen zyklischen Gruppen sind nicht frei. Fg({z1,z2})
hat schon eine sehr komplizierte Struktur.
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e A = abelsche Gruppen (Z-Moduln), dann ist wieder §4({z}) = Z. Fir

4.3

allgemeines X gilt hier

FaX) = P3alfzy) = Pz,

reX zeX

wobei @ die direkte Summe bezeichnet (d.h. fast alle Summanden miissen
0 sein). In der Klasse der abelschen Gruppen stimmt némlich das Copro-

dukt mit der direkten Summe iiberein, und es gilt allgemein:

Fiir eine Quasivarietét K (d.h. K ist abgeschlossen beziiglich I, S und P)

und ] das Coprodukt in /C gilt

Fe(X) = [T Scad).

zeX
B = Boolesche Algebren, |X| =n € Np:

S5(X) =27 = {f:{0,1}" — {0,1}}.

Genauer: Diese Algebra wird fiir n > 0 von den Projektionen {dn), -

frei erzeugt (vgl. Satz von Stone).

V = Verbénde:
Sv({z}) = {«},

x1 V T2

Sv({z1,20}) = 961\ /3327

xr1 N\ X2
[§v({z1, 22, 23})] = Ro.
‘H = Halbgruppen:
Su(X)2{z1...2, | neN", z; € X}.
Diese Algebra heifit Wortalgebra iiber dem Alphabet X.

M = Monoide:
Sm(X) = Fn(X) U {e}.

Dabei bezeichnet ¢ das leere Wort.

Die Galoisverbindung

Wie in Abschnitt 1.3 bezeichne T'(X) die Terme iiber X.

L&

Definition 4.8 (Gleichung). Jedes Paar (s,t) € T(X) x T(X) wird Gleichung
(oder Gesetz) genannt. Man schreibt dafiir auch s = ¢ (oder s =~ t).

Definition 4.9. Man sagt, eine Algebra 2 = (A, Q) erfillt s(xq1,...,x5) =

t(l’l, ..

., 2x), wenn Vai,...,ap € A gilt: s(a1,...,a) = t(aq,...

schreibt dafiir

AEs=t.
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Beispiel. Sei ® = (G, -, e,”1) eine Gruppe. Dann gilt
6 = 1 (zox3) = (x122) 23, ex1 = 7, xflxl =e.

Diese Gesetze reichen umgekehrt aus, um die Klasse der Gruppen unter allen
Algebren vom Typ (2,0, 1) zu charakterisieren. Es gelten aber noch viele weitere
Gesetze, u. a.:

& = (z122)(2324) = 21 (22(2324))

& = (z172) " =2y oy

Definition 4.10 (Modell, gleichungsdefinierte Klasse). Sei ¥ C T(X)xT(X) °.
Dann bezeichnet

My (S) = M(X) = {2 | V(s,t) €N : A =5 =t}

die Klasse der Modelle von ¥, wobei nur Algebren vom selben Typ wie T'(X)
betrachtet werden. Solche Klassen werden auch gleichungsdefinierte Klassen ge-
nannt.

Definition 4.11 (Gleichungstheorie). Es sei K eine Klasse von Algebren des-
selben Typs wie T(X). Dann bezeichnet

Gx(K) = G(K) = {(s,t) e T(X) x T(X) [ VA € K: A= s =t}

die Menge der in K giiltigen Gleichungen (Gesetze) iiber X. Solche Mengen von
Gleichungen nennt man Gleichungstheorien.

Die “erfiillt”-Relation |= induziert also (bei entsprechender Ausweitung der De-
finition auf Klassen) eine Galoisverbindung zwischen Algebren und Gleichungen.
Die abgeschlossenen Klassen/Mengen sind die gleichungsdefinierten Klassen ei-
nerseits und die Gleichungstheorien andererseits. Eine interne Charakterisierung
wird der Hauptsatz der Equational Logic von G. Birkhoff (Sitze 4.24 und 4.28)
liefern. Dazu miissen wir aber etwas Vorarbeit leisten. Zuerst noch ein paar
Bemerkungen zu frei erzeugten Algebren und Gesetzen:

Anmerkung 4.12. Ist X mindestens abzihlbar unendlich, dann gelten in Fx (X)
nur mehr die “trivialen” Gesetze G(K). In speziellen Féllen kann das aber
auch schon viel frither der Fall sein (ohne Beweise): Bei Gruppen schon bei
Sg({z1,22}), bei Verbinden bei Fy({z1, z2,23}) und bei Booleschen Algebren
(aufgrund des Satzes von Stone) sogar schon bei () = {0,1}.

Satz 4.13. Sei K eine Klasse von Algebren des selben Typs wie T(X). Dann
gilt
G(K) = ﬂ {ker¢ | ¢: T(X) — A Homomorphismus, 2 € £} .

Beweis. Die rechte Seite der behaupteten Gleichheit sei mit ® bezeichnet.

Seien s,t € T(X), s = s(x1,...,2x), t = t(z1,...,2,) und A € K. Ist nun
: T(X) — 2A ein Homomorphismus und a; := ¢(z;), dann gilt nach Anmer-
kung 1.22: ¢(s) = s(a1,...,ax) und @(t) = t(a1,...,ar). Es gilt also

(s,t) € kerp & s(ay,...,ar) =t(ay,...,ax).

9Es wiirde eine abzihlbare Menge X = {z1,z2,...} geniigen.
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Umgekehrt erhdlt man durch beliebige Festlegung der a; und ¢(z;) = a; einen
Homomorphismus T(X) — 2 (Satz 1.18). Daher ist (s,t) € ® genau dann, wenn

VA e :Vay,...,ar € A:s(ar,...,ar) =t(ar,...,ax).
Das ist genau dann der Fall, wenn VA € K : 2 = s = ¢, also (s,t) € G(K). O
Korollar 4.14. G(X) € ConT(X).

Somit ist es moglich, die Faktoralgebra
T(X)/G(K) = {[tlaw) | t € T(X)} = (X)

zu bilden, wobei T := [z]g ) (fiir 2 € X) und X := {7 | x € X} ist.

Anmerkung 4.15. Wéire T; = Zo, miisste x1 = xo in K gelten und daher miissten
die Algebren in [ trivial sein (hochstens einelementig). In diesem Fall ist G(K) =
T(X) x T(X) und K eine Varietdt. Wir nehmen daher ab jetzt an, dass die
Elemente von X paarweise verschieden sind.

Satz 4.16. Sei A € K und ¢: X — A beliebig. Dann gibt es genau einen
Homomorphismus @: T(X)/G(K) — A, der ¢ fortsetzt.

Beweis. Essei: X — Amit ¢(z) = p(Z), x € X. Dann gibt es eine eindeutige
Fortsetzung : T(X) — 2 (Satz 1.18). Sei 7: T(X) — T(X)/G(K) die kanoni-
sche Projektion. Falls ker m C ker ) ist, gibt es einen Homomorphismus @, der
folgendes Diagramm kommutativ macht:

T(X)—=T(X)/G(K)
e
2

¢ kann definiert werden durch @([t]g(x)) := ¥(t). Sei also (s,t) € kerm mit
s=s(x1,...,xp), t =t(x1,...,z5). DaA | s =1t gilt

1Z<S> = s(&(xl)’ s 71/;(xk)) = t(lz(xl)’ s 71/;(xk)) = QZ(t)

und daher (s,t) € kere. Somit gilt tatsichlich kerw C ker, und aufgrund
(X) =T(X)/G(K) ist ¢ durch obige Vorschrift eindeutig bestimmt. O

Es ist -
o([t(@1, - mp)lawy) = (=1, .-, 7))

= t((21),- .., P(xr) = to(x1), - -, p(an))-
Falls die Algebra T(X)/G(K) in K liegt, ist sie also frei erzeugt von X in K.
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Lemma 4.17. T(X)/G(K) € ISP(K).
Beweis. Es sei T :=T(X) und © := G(K). Mit
M :={kery| ¢: T — A Homomorphismus, 2 € K }

gilt nach Satz 4.13:

CENAR?

veM

also ® C kery fiir jedes solche ¢. Nach dem Isomorphiesatz 1.13 und dem
Homomorphiesatz gilt daher fiir jedes feste ¢:

(2/0) / (ker p/0©) 2 T/ kerp = p(T) € S(K),

also (£/0) / (ker p/©) € I5(K). Mittels der injektiven Einbettung

o (I1loy/e)

sieht man unschwer T/© € ISP({(T/0)/(ker ¢/0) | p: T — A € K}). Es folgt
T/O € ISP(IS(K)) C ISP(K). O

veM

Korollar 4.18. Fualls K abgeschlossen beziiglich I, S und P ist (man nennt
solche Klassen Quasivarietéten) und nichttrivial (d.h. 30 € K : |A] > 1), dann
gilt:

e T(X)/G(K) e K;
e T(X)/G(K) = Fr(X);
o cs gibt freie KC-Algebren mit freiem Erzeugendensystem von beliebiger Mdch-
tigkeit.
Insbesondere gilt dies fiir nichttriviale Varietdten.
Lemma 4.19. Sei K eine nichttriviale Varietit. Fir E C X gilt $x(E) =
(B) <3Fx(X).

Beweis. (E) € K, da K eine Varietét ist. Sei 2 € I und ¢: E — A belie-
big. Setze ¢ auf X zu ¢’ fort. Dann existiert eine Fortsetzung @’ von ¢’ zu
einem Homomorphismus §x(X) — 2. Die gesuchte Abbildung ¢ ist dann die
Einschrinkung ¢'|g).
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Lemma 4.20. Sei K eine nichttriviale Varietdt und X eine beliebige Menge.
Dann gibt es einen injektiven Homomorphismus

p: Fe(X) — [] 3x(B).

0AECX
E endlich

Beweis. Seien ¢p: X — (FE) = Fx(E) < §x(X) beliebige Abbildungen mit
vr|r = idg. Dann gibt es Fortsetzungen zu Homomorphismen ¢g: §(X) —
(E), die dann jeweils (E) festhalten. Die Einbettung ¢ sei nun definiert durch

Sc(X)— I ®

PAECX
©: E endlich
e (ﬁE(t)) I£ECX
E endlich
Terme t = t(x1,...,2x) mit {z1,...,25} C E werden durch ¢p festgehalten.
Seien s; = s1(x1,...,2,) und so = sa(x1,...,x,) zwel unterschiedliche Terme
aus §x(X) und D := {x1,...,2,}. Dann unterscheiden sich die Bilder von s;
und s unter ¢ zumindest in der mit D indizierten Koordinate des Produktes.
Die Abbildung ¢ ist daher injektiv. O

Korollar 4.21. In jeder nichttrivialen Varietit K gilt
3xc(X) € ISP ({3k(E) | 0 # E C X, E endlich}) = ISP({x(n) | n € N*}).
Satz 4.22. Fiir jede nichttriviale Varietit K gilt
K =HSP ({3x(n) [ n € N}) = HSP ({§x(w)}),

wobei w eine abzdhlbar unendliche Menge ist.

Beweis. Da die freien Algebren in K enthalten sind, gilt £ D {Fx(n) | n € N*}.
Sei A = (A,Q) € K. Dann ist 2 homomorphes Bild von §x(A4) (setze p = idy
fort). Nach Korollar 4.21 folgt

e H{3x(A)}) € HUISP({Sk(n) | n e N"}) = HSP({Sk(n) | n € N'}).

Dei zweite Gleichheit folgt aus §x(n) € H({Fx(w)}) (setze eine beliebige sur-
jektive Abbildung w — {1,...,n} fort). O

Satz 4.23. Jede gleichungsdefinierte Klasse K ist auch eine Varietdt.

Beweis. Es sei K = M(X) fir ein ¥ C T(X) x T(X). Zu zeigen ist, dass in
S(K), H(K) und P(K) auch alle Gesetze aus ¥ gelten.

In Unteralgebren gelten immer auch alle Gesetze der Algebra.

Sei nun A = (A,Q2) € K und B = (B,Q) € H(K), so dass B das Bild von A
unter ¢ ist. Weiters sei (s,t) € ¥, s = s(21,...,2k), t = t(x1,...,Tk). Zu zeigen
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ist, dass B |= s = t. Seien nun by,...,b; € B, dann gibt es ay,...,a; € A mit
¢(a;) = bj. Wegen Satz 1.24 gilt:

s(b1y ..., br) = s(p

Der Beweis fiir P(K) C K verlduft &hnlich, indem man

t <(a1j)j€J yesey (akj)jEJ> = (t (alj, e ’akﬂ'))jGJ
benutzt. 0O

Satz 4.24 (1. Hauptsatz der Gleichungstheorie). Eine Klasse ist genau dann
gleichungsdefiniert, wenn sie eine Varietdt ist.

Beweis. Die eine Richtung wurde gerade gezeigt. Sei nun X eine Varietdt und
M = M(G(K)). Zu zeigen ist, dass L = M gilt. Sei X eine beliebige Menge,
dann gilt wegen G(K) = G(M):

Sm(X) = T(X)/GM) =T(X)/G(K) = Fx(X).
Insbesondere gilt daher

K = HSP({3x(@)}) = HSP({§at(w)}) = M.
O

Wir wollen nun umgekehrt die Gleichungstheorien charakterisieren. Dazu be-
notigen wir folgende Definition:

Definition 4.25. Eine Kongruenz © € Con(2() heifit vollinvariant, wenn sie
auch mit allen Endomorphismen vertriglich ist, also © € Con(A4, Q2 UEnd(2)).

Satz 4.26. Sei KC eine Klasse von Algebren. Dann ist G(K) eine vollinvariante
Kongruenz auf T'(X).

Beweis. Dass G(K) eine Kongruenz ist, wurde schon in Korollar 4.14 festge-
stellt. Sei (s(x1,...,2k), t(x1,...,2%)) € GK), 1, ...,z € X und uy,...,ux €
T(X), dann kann man die Terme fiir die Variablen “substituieren” und erhélt
wieder ein giiltiges Gesetz, also (s(ug, ..., ug), t(u1,...,ur)) € G(K). Jeder Ho-
momorphismus von 7T'(X) in eine Algebra ist eindeutig durch die Bilder der
Menge X bestimmt. Daher ist auch jeder Endomorphismus schon durch die Bil-
der von X eindeutig bestimmt. Umgekehrt kann man jede Abbildung z; — wu;
eindeutig auf T'(X) fortsetzen. Daher kann man die “Substitutionsregel” folgen-
dermaflen umformulieren:

Yo € End(T(X)) : (s,8) € G(K) = (o(s), o(t)) € G(K).

Also ist G(K) vollinvariant. O
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Satz 4.27. Sei © eine vollinvariante Kongruenz auf T(X), |X| > Rg. Dann ist
© =G({T(X)/8}).

Beweis. Sei (s,t) € ©, s = s(x1,...,2y,), t = t(z1,...,T,) mit x1,...,2, € X.
Des weiteren seien [u1]e, ..., [un]o € T(X)/©. Da © vollinvariant ist, gilt nach
der Feststellung iiber das “Substituieren” von Termen im Beweis des vorherigen
Satzes

(UL, -y Un) = t(ug, .. Uy).
Damit ist
s([ui]e, .- -, [unle) = [s(u1, ..., un)]o =
= [t(ul, [ ,un)]@ = t([ul]@, ceey [un]@)

und somit (s,t) € GH{T(X)/0}).
Sei umgekehrt (s,t) € G({T(X)/©}). Dann gilt

[s(ul, PN ,Un)]@ = 8([U1]@, ey [un]@) =

= t([ul]@7 R [un]@) = [t(ul, RN un)]@

und somit (s,t) € ©. O

Zusammangefasst ergibt das den

Satz 4.28 (2. Hauptsatz der Gleichungstheorie). Sei X C T(X) x T(X) mit X
abzihlbar unendlich. Dann gibt es genau dann eine Klasse KK mit ¥ = G(K),
wenn 3 eine vollinvariante Kongruenz auf T'(X) ist.

Varietédten stehen also in umkehrbar eindeutiger Beziehung zu den vollinva-
rianten Kongruenzen auf T'(X), X abzéhlbar unendlich. Der “Verband” aller
Varietdten vom Typ €2 entspricht umkehrbar eindeutig dem Kongruenzverband
Con(T(X),QUEnd(T(X),)).

30



Literatur

[1] Thringer, Thomas. Allgemeine Algebra. Mit einem Anhang iiber universelle
Coalgebra von H. P. Gumm. Heldermann, 2003.

[2] Eigenthaler, Giinther. Einige Bemerkungen iiber Clones und interpolierbare
Funktionen auf universellen Algebren. Beitrige zur Algebra und Geometrie
15:121-127, 1983.

[3] Pinsker, Michael. Rosenberg’s classification of mazimal clones. Diplomarbeit
an der TU Wien, 2002.

[4] Ganter, Bernhard und Rudolf Wille. Formale Begriffsanalyse. Mathemati-
sche Grundlagen. Springer, 1996.

31



Symbolverzeichnis

©/T  Faktorisieren von Kongruenzen

(S) von S erzeugte Unteralgebra

AEs=t Aerfiillt s =t¢

s=t Gleichung: (s,t) € T(X) x T(X)

s~ t Gleichung: (s,t) € T(X) x T(X)

[A, B] Elemente zwischen A und B in einem Verband
[alo  Aquivalenzklasse von a

o Komposition von Funktionen

Ck CNFL(A) fir C C F(A)

Clo(A) Clones auf A

Con® Kongruenzrelationen auf A

EqA Aquivalenzrelationen auf A

Frc(X) die in K von X frei erzeugte Algebra

F(A) endlichstellige Funktionen auf A

F(A)y k-stellige Funktionen auf A

Fy(A) k-stellige Funktionen auf A

G(K) Gleichungstheorie von K

Gx (K) Gleichungstheorie von K

H(K) Klasse aller homomorphen Bilder von Algebren in K
I(K) Klasse aller isomorphen Bilder von Algebren in K
Inv(G) Invarianten von G

M(¥) Modell von ¥

Mx (¥) Modell von ¥

N {1,2,3,...}

No  {0,1,2,...}

O(A) endlichstellige Funktionen (Operationen) auf A
Oy(A) k-stellige Funktionen (Operationen) auf A
Op(A) endlichstellige Funktionen (Operationen) auf A

Op;(A) k-stellige Funktionen (Operationen) auf A
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P(K) Klasse aller direkten Produkte von Algebren in K S. 22

P(A,Q) Polynomfunktionen S. 8
Pi(A, Q) k-stellige Polynomfunktionen S. 8
Pol(&) Polymorphismen von & S. 14
Poly(S) Pol(S) N F(A) S. 18
Pr(A) Projektionen auf A S. 3
R(A) endlichstellige Relationen auf A S. 18
S(K) Klasse aller Unteralgebren von Algebren in K S. 22
Sub2l Unteralgebren von 2 S.
T(Q) Translationen aus Operationen aus € S. 5
T(A4,Q) Termfunktionen S. 7
T(X) Terme in der Variablenmenge X S. 6
Ti(A, Q) k-stellige Termfunktionen S. 7
T,,(X) Terme der Stufe hochstens n in X S. 6
,(f) k-stellige Projektion auf die n-te Komponente S.3
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