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Einleitung

Dieses Dokument entstand als eine Zusammenfassung aller Definitionen und
Sétze (ohne Beweise) aus der Vorlesung “Maf}- und Wahrscheinlichkeitstheorie”
von Prof. Kusolitsch auf der TU Wien im Wintersemester 2005, zusammenge-
stellt nach meiner Mitschrift. Inzwischen sind allerdings einige Erweiterungen
hinzugekommen. Leider sind Fehler unvermeidbar: Bei allen inhaltlichen, ortho-
graphischen, stilistischen und sonstigen (hier relevanten) Beschwerden schreibe
mir bitte einfach eine Mail (zum Beispiel an me@caramdir.at). Die aktuelle
Version dieses Textes ist immer unter http://www.caramdir.at/math.html
verfiighar (in den Formaten PDF und PostScript, sowie als ITEX-Quelltext).
FEinige wichtige Notationen, die ich in dieser Zusammenfassung durchgehend
verwende:

e Fiir eine Menge A ist AN die Menge aller Folgen (a,)nen mit a, € A.

e Fiir eine Menge A bezeichnet P(A) die Potenzmenge von A.

e R:=RU{—00,+o0}.

e Vektoren werden sans-serif notiert: v.

e Das kartesische Produkt der Mengen A, ..., A4, sei [T, A;.

e 1, ist die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) von A.

e Fiir eine reellwertige Funktion f ist f* := max(f,0) und f~ := max(—f,0).

e Fiir eine Folge (z,) bedeutet =, ,”, dass z,, monoton wachsend ist und
r, /" x, dass z, von unten gegen x konvergiert. Entsprechend x,, \, bzw.
Ty, "\, = fiir monoton fallend bzw. von oben konvergent.

Diese Notationen weichen teilweise von denen der Vorlesung ab.

Danksagung

Vielen Dank fiir das Finden von Fehlern an: Claudia, Dominik, Florian, Johan-
nes, Lukas, Markus, Matthias und Moritz. Und nochmals fiir Mitschriften an
Claudia und Dominik.



1 Mengensysteme

Definition 1.1 (o-Algebra). Ein Mengensystem 2 C JB(Q2) heifit o-Algebra
iiber €, wenn

1. Qe

2. AeUA= A e,

3. ABej=ANBeX,
4

. (4,,) eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus 2 = (J A4, € .
neN

Falls anstelle von 4 nur

4.0 Ay, A eAd= | A, e
i=1

gilt, wird 2 Algebra genannt.
Satz 1.2. Fin Mengensystem A # () ist genau dann eine Algebra, wenn

1. AcUA = A e,
2. ABeA=AUBel

Ein Mengensystem 2 # () ist genau dann eine o-Algebra, wenn

1. AeA = A e,
2. (An) € W = U, en An € A

Definition 1.3 (Ring). Ein Mengensystem R # () heifit Ring, wenn fiir alle A,
B e%auch A\ B und AU B in R liegen.

Satz 1.4. Fiir ein Mengensystem R # () sind folgende Aussagen dquivalent:

e ‘R ist ein Ring.
e ABeER=(AABecR)A(ANB eR).

e ABER ACB=B\AcR und
A BcRANB=0= AUBCcA.

Definition 1.5 (o-Ring). Ein Mengensystem R, # 0 heifit o-Ring, wenn

e ABeR, = A\ BeR,,
o (A4,) e R = U, ey An € R

Satz 1.6. Fiir jede Folge (A,) aus einem o-Ring R, gilt:

ﬂ A, €R,.
neN

Satz 1.7. Jeder (o-)Ring der Q0 enthdlt ist eine (o-)Algebra.



Definition 1.8 (Semiring). Ein Mengensystem ¥ # () heifit Semiring (im en-
geren Sinn), wenn gilt:

1. ABe¥=ANBeYg,

2. A C B, A, B € ¥ dann existieren paarweise disjunkte Cq,...,Cy aus ¥
mit B\ A=U",C;und AU, C €T firm=1,...,k

Bei einem Semiring im weiteren Sinn miissen die AU U:’;l Cj; nicht in ¥ liegen.

Satz 1.9. Sind %,,%, Semiringe auf Q1 bzw. Qs, dann ist
TR %y = {Al x Ayt A; € ‘Zl}
ein Semiring auf 1 X Q.

Definition 1.10 (Semialgebra). Ein Semiring der € enthélt wird Semialgebra
genannt.

Satz 1.11. Ist (R;)ics eine Familie von (o-)Ringen/Algebren, so ist (o, R
vom selben Typ.

Definition 1.12. Fiir ein Mengensystem € # () bezeichnet
RE@) = [ R
R ist Ring
eCR

den von € erzeugten Ring. Entsprechend ist R, (€) der von € erzeugte o-Ring,
2A(¢) die erzeugte Algebra und 2, (€) die erzeugte o-Algebra.

Die so erzeugten Systeme sind die kleinsten ihres Typs, die € enthalten.
Definition 1.13 (Borel-Mengen). Fiir den Semiring
Th = {H(ai,bi] ta;,b; € R}
i=1

iiber R® wird die erzeugte o-Algebra B, := 2,(%T,) das System der Borel-
Mengen genannt (B := B).

Siehe auch Satz A.3.
Satz 1.14. Sei T ein Semiring, so gilt

%(i){OA,;:AiGE, nGN}

=1
:{UAiZAiE‘I, n €N, AlﬂAJZQVZ#]}
=1

Hilfssatz 1.15. Sei ¥ ein Semiring und A, A1, ..., A, aus X, dann existieren
paarweise disjunkte Cq,...,Cy aus T mit

n k
AYa=cq
i=1 j=1



Hilfssatz 1.16. Sei ¥ ein Semiring und Ai,..., A, aus T, dann existieren
paarweise disjunkte Cq, ..., Cy aus T und Indexmengen Iy, ..., I, aus {1,... k}
mit

A=J¢C vie{1,...,n}

JEL

Definition 1.17 (monotones System). Ein Mengensystem 9 # @) heifit mono-
ton, wenn fiir jede (bzgl. der Mengeninklusion) monotone Mengenfolge aus 9
auch die Grenzmenge in 91 liegt. Mittels

M) := (| M

M monoton
cCm

definiert man das von € erzeugte monotone System.

Satz 1.18. Sei R ein Ring, so gilt

Definition 1.19 (Dynkin-System). Ein Mengensystem © # () heifit Dynkin-
System (A-System), wenn gilt:

1. e,

2. De® =D eD,

3. (D,) € OV, paarweise disjunkt = (J D, € D.
neN

Satz 1.20. Fin Mengensystem ® # 0 ist genau dann ein Dynkin-System, wenn

1. Q e,
2. Dlng, Di€©:>D2\D1€©,

8. ® ist monoton.

Definition 1.21 (durchschnittsstabiles System). Ein Mengensystem € heifit
durchschnittsstabil, wenn mit zwei beliebigen Mengen auch deren Durchschnitt
in € enthalten ist.

Satz 1.22. Jedes durchschnittsstabile Dynkin-System ist auch eine o-Algebra.
Satz 1.23. Sei € ein durchschnittsstabiles Mengensystem, dann gilt
D(C) = A, (€).

Satz 1.24. Sei X : Q1 — Qy eine Abbildung und und € C P(Q) ein nichtleeres
Mengensystem, dann gilt

X1 (R, (€)) = R (X1(€))

Definition 1.25. In einem Universum 2 seien ein Mengensystem € # ) und
eine Menge A € P(Q) gegeben. Dann nennt man €4 := {CNA:C € €} die
Spur von € in A.

Satz 1.26. Mit den Bezeichnungen der vorherigen Definition gilt

Ro(Cqy) =R (€ a-



1.1 Mengenfolgen

Definition 1.27 (liminf, limsup, lim). Sei (A,),en eine Folge von Mengen.
Man definiert den Limes superior bzw. Limes inferior dieser Folge als

limsup A,, := ﬂ U Ay | bzw.
neN neN \ k>n

hgleianAn = U ﬂ Ay

neN \ k>n

Falls limsup A, = liminf A,,, wird diese Menge der Limes der Mengenfolge
(lim A,) genannt.

Satz 1.28. Sei (A,)nen eine Folge von Mengen, dann gilt:

liminf A, C limsup A4,,.
neN neN

Bei monotonen Folgen existiert der Limes und es gilt
(An) /= lim A, = ] A, baw.  (An) \= lim A, =[] A,.
Satz 1.29. Ist (A,)nen eine Folge von Teilmengen von 2, so gilt

e limsup A,, = {w € Q : w liegt in unendlich vielen A,} und

o liminf A, = {w € Q: w liegt in fast allen A, }.



2 Mafifunktionen

Definition 2.1 (Additivitdt). Sei € ein Mengensystem. Eine Abbildung
w: € — R heifit
e additiv, wenn fiir jede paarweise disjunkte endliche Mengenfolge A4, ..., A,

aus €, deren Vereinigung wieder in € liegt, u < U Ai> =3 u(A4,) gilt;
i=1 i=1

e o-additiv, wenn fiir jede abzihlbare Mengenfolge (4;) aus €, mit paarweise

disjunkten Gliedern und (JA, € €, u (U Ai> = u(4,) gilt.
neN i=1 i=1

Definition 2.2 (Inhalt, Ma8). Sei ¥ ein Semiring. Eine Abbildung p: € — R
heiflt Inhalt auf ¥, wenn

L pu(@) =0,

2. u(A) >0, VAe g,

3. p ist additiv.
Ist p sogar o-additiv, dann wird p ein Maff auf T gennant. Ist auBlerdem ¥

eine Semialgebra und p(Q2) = 1, dann heifit p Wahrscheinlichkeitsmafl (oder
Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Definition 2.3. Sei p ein Maf} auf ¥, dann heifit

1. p endlich & p(A) < oo VA € %
2. p o-endlich < 3(A,) € TV mit J A4, = Q und pu(4,) < oo ¥n € N;
3. T p-vollstindig <= B € IAu(B)=0NACB=Aec%.

Satz 2.4. Sei T ein Semiring, p nicht-negativ und p(0) = 0, dann ist p additiv
genau dann, wenn

w(AUB) = u(A) + w(B)  fir alle A, Be T mit ANB=0, AUB € %.

Satz 2.5. Sei p ein Inhalt auf einem Semiring T, A,B € ¥ und A C B, dann
gilt

o u(A) < p(B),
e B\A€T, u(d) <oo= pu(B\A)=puB)—pA).

Satz 2.6 (Fortsetzung). Ist u ein Inhalt/Maf auf einem Semiring T, so gibt es
ein(en) eindeutig bestimmten(-s) Inhalt/Maf i auf R(T) mit

w(A) =p(4) VAegZ.

Die Abbildung i wird Fortsetzung von p auf R(T) genannt und man schreibt
meist = [i.

Festlegung: Bis zum Ende des Abschnittes — wenn nicht anders angemerkt —
sei T ein Semiring und R ein Ring.



Satz 2.7 (o-Subadditivitéit). Sei p ein Maf auf ¥ (und daher auch auf R(T)),

(4,) € ER(T)N und A € R(T) mit A C |JA,, dann folgt
neN

p(A) < u(An).

neN

Satz 2.8. Sei p ein Inhalt auf T, (A,) € R(T)" mit paarweise disjunkten

Gliedern und |J A, € R(X). Dann gilt fir jede Menge A € R(Z) mit A D |J An:
neN

p(A) =" u(An).

neN

Definition und Satz 2.9 (Stetigkeit von unten). Sei u ein Maf auf einem

Ring R und (A,)) € RY monoton wachsend mit |J A, € R, dann gilt
neN

lim pu(A,) = (| An)-

n—oo
neN

Definition und Satz 2.10 (Stetigkeit von oben). Sei pu ein Maf auf einem
Ring R und (A,) € RY monoton fallend mit () A, € R und 3ng € N mit
w(Ap,) < oo, dann gilt neN

lim p(An) = p( ﬂ Ap).

n—oo
neN

Satz 2.11. Ist p ein Inhalt auf einem Ring R und p bei jeder Menge aus R
stetig von unten, dann ist u sogar ein Maf.

Satz 2.12. Ist p ein endlicher Inhalt auf einem Ring R und p bei () stetig von
oben, dann ist u sogar ein Maf.

Satz 2.13. Ist p ein Mafi auf R, (A,) € RY und liminf A,,, limsup 4,, € R,
dann gilt

p(liminf A,) < liminf pu(A,) < limsup pu(A4,) < p(limsup 4,).

Satz 2.14 (Erstes Lemma von Borel-Cantelli). Sei p ein endliches Maf auf
einem Ring R, (A,) € RN und limsup A,, € R, dann gilt

Z w(A,) < oo = p(limsup A,) = 0.
neN

Satz 2.15 (Additionstheorem). Sei p ein endliches Maf$ auf R. Dann gilt fiir
Ay, ..., A, aus fR:

/J(LnJ Az) :Zn: (_1)k+1 Z N(AhmmAlk)
i=1

k=1 1<iy<-<ig<n

10



Definition 2.16 (iufieres MaB). Eine Funktion p*: (Q) — R wird dufleres
Mafl genannt, wenn

1. p*(0) =0;

2. VA e P(Q) : p*(A) > 0;

3. VA, BePB(Q): ACB=pu*(A) <

4. ¥(A,) € PN

w(B);
tACUA, = p*(4) < Z *(Ay) (Sub-o-additivitét).

Definition und Satz 2.17 (erzeugtes dufieres Mafl). Sei p ein Maf$ auf R.
Das von p erzeugte (induzierte) duflere Mafl p* ist fir jedes A € P(Q) definiert

durch
= inf {Z w(B ) e RN, AC U }

neN neN

(Dabei sei inf () := +00.)

*

w* ist dann tatsdichlich ein dufleres Majs.

Definition 2.18 (messbare Menge). Eine Menge A heifit p*-messbar fiir ein
(duBeres) Mafl p* genau dann, wenn fiir alle B C Q gilt:

i*(B) = p*(BNA) + ' (B\ A).
Das System aller p1*-messbaren Teilmengen von €2 wird mit 9,- bezeichnet.

Satz 2.19. Das System M« == {A C Q: A ist p*-messbar} ist eine o-Algebra.
Es gilt:

o u* ist o-additiv auf M,-;
o Ay, ..., A, € M- paarweise disjunkt, C € PB(Q), dann ist

w <<LTLJ A,) ﬁC) = iu*(AimC).

Satz 2.20. Sei p ein Maf$ auf einem Ring R und p* das induzierte duflere
Mapf, so gilt
R C M,

W(A) = 1*(A) VA en.
Anmerkung: Aufgrund dieses Satzes wird in spiteren Abschnitten p* mit p identifiziert.

Satz 2.21. Sei p ein Maf$ auf R, dann gibt es eine Fortsetzung von p auf
R (R). Ist u auf R o-endlich, so ist die Fortsetzung eindeutig und ebenfalls
o-endlich.

Siehe auch Satz 2.6.
Satz 2.22. Ist i ein o-endliches MafS auf R, dann ist M- p*-vollstindig.

Festlegung: Bis zum Ende des Abschnittes — so nicht anders angemerkt — sei
S := R, (R) ein Sigmaring.

11



Definition 2.23 (Vervollstindigung eines o-Ringes). Sei p ein Mafl auf &,
dann heif3t

G:={AUN: A€ G und IM € G mit N C M A p*(M) =0}

die Vervollstindigung von G.
Satz 2.24.

e G ist ein o-Ring.

e Durch i( AU N) := p(A) wird p eindeutig von & auf & fortgesetzt.

o Sei @2 & [i-vollstindig fiir eine Fortsetzung [ von p auf é’, so folgt

&2 6.
Satz 2.25. Sei A aus M-, dann gibt es zwei Mengen C' und D aus & mit
CCACD und p(D\ C) =0 und u(C) = pu*(A) = u(D).

Satz 2.26. Sei p o-endlich auf R, dann gilt: & = M-

Satz 2.27 (Approximationssatz). Ist p ein MafS auf R und A in M« mit
u(A) < oo, dann gilt:

Ve>0:3C. € R mit u(AAC,) <e.

Definition 2.28. Sei G eine o-Algebra iiber €, dann heiit das Paar (&, ) ein
Messraum. Ist zusétzlich mit pu ein Mafl auf & definert, heiit das Tripel (2, S, )
ein Maffraum. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$l (also p(£2) = 1), schreibt man
oft P := p und nennt (Q2, &, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum und die Mengen
in & FEreignisse.

2.1 Unabhingigkeit von Ereignissystemen

Definition 2.29. Sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt eine
Familie (4;);cr von Ereignissen unabhingig, wenn fiir alle endlichen Teilmengen
{i1,...,in} von I gilt:

P(m Aj) = HP(Aij)-

Definition 2.30 (bedingte Wahrscheinlichkeit). Fiir Ereignisse A und B mit
P(B) > 0 heifit
P(ANB)

P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B.

P(A|B) =

Satz 2.31 (Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit). Fir Ereignisse
A Hy,...,H, mit H;N H; =0 fiiri # j und J;_, H; = Q gilt

P(A) = P(A[H;)P(H,).

i=1

12



Satz 2.32 (Bayes’sches Theorem). Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen
Satz gilt fir allei=1,...,n

P(A|H;)P(H;) P(A|H;)P(H;)

PULIAY = ="ply = S, PCAIH) P

Definition 2.33. Man nennt eine Famile (&;);c; von Mengensystemen auf
unabhdingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge {i1,...,i,} von I

P(( Ai,) = [] P(A;,) fiir alle A;,,..., A;, mit A, € & gilt.
j=1 j=1

Satz 2.34. Sei (€;);cr eine unabhingige Familie von durchschnittsstabilen Men-
gensystemen. Dann ist auch (U, (€;));er unabhingig.

Satz 2.35 (Zweites Lemma von Borel-Cantelli). Fiir jede Folge (An)nen von
unabhdngigen Ereignissen mit Y. P(A,) = oo gilt

n=1

P(limsup 4,,) = 1.
neN

Satz 2.36 (Kolmogorows 0-1-Gesetz). Sei (A, )nen eine Folge von unabhingigen
Ereignissen und oo = (), ey Ao (An, Any1,...). Dann gilt fir jedes A € A
(man nennt ein solches Ereignis terminal oder asymptotisch) P(A) = 0 oder
P(A)=1.

Anmerkung: limsup A, und liminf A,, sind Beispiele fiir terminale Ereignisse.
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3 Lebesgue-Stieltjes-Mafle

Definition 3.1 (Lebesgue-Stieltjes-Maf}). Mafie auf (R™,*B,,), die jeder be-
schrinkten Menge einen endlichen Wert zugeorden heiflen Lebesgue-Stieltjes-
Magfel.

Definition 3.2 (Verteilungsfunktion). Eine Funktion F': R — R heifit Verteil-
ungsfunktion eines eindimensionalen Lebesgue-Stieltjes-Mafles p, wenn

i ((a,b]) = F(b) — F(a) Va <hb.

Ist p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, spricht man von einer Verteilungsfunk-
tion im engeren Sinn (i.e.S.), anderenfalls von einer im weiteren Sinn (i.w.S.).

Satz 3.3. Sei u ein eindimensionales Lebesgue-Stieltjes-MafS. Dann ist

FROR oo Jr(02])  fallsz >0
. ' —u ((z,0])  fallsz <0

eine Verteilungsfunktion von p. Eine Funktion G ist genau dann eine weitere
Verteilungsfunktion von p, wenn es ein ¢ € R gibt mit

G(x)=F(x)+c VzeR.

Satz 3.4. Fine Funktion F': R — R ist genau dann eine Verteilungsfunktion
eines Lebesgque-Stieltjes-Mafles, wenn sie

e monoton wachsend (r <y = F(z) < F(y)) und
o rechisseitig stetig ( lim F(z) = F(xo)) ist.

—Zo+

Definition 3.5 (Lebesgue-Mafl). Auf dem Semiring der halboffenen Intervalle
sei ein Maf§ A mit ((a,b]) := b — a definiert. Die eindeutige Fortsetzung dieses
Mafles auf 9B heifit Lebesgue-Mafs A. Das System aller A-messbaren Mengen
wird mit £ bezeichnet. Entsprechend definiert man auf 8,, das n-dimensionale
Lebesgue-Maf} A,, und das Mengensystem £,,.

Satz 3.6. Sei T: R - R:z — ax + [ (o # 0) ein linearer Operator. Dann
qgilt:

1. Be®B & T(B) € B;

2. Be£&T(B) ek,

3. AM(T(B)) = |a|A\(B) VB eB.

Satz 3.7. Ist u ein translationsinvariantes L-S-Maf auf (R,B), so gibt es ein
k>0 mit w(B) = kA(B) fiir alle B € B.

Satz 3.8. Sei p ein L-S-Maf, dann ist eine Menge B genau dann aus M,
wenn fir alle ¢ > 0 eine offene Menge U und eine abgeschlossene Menge A
existieren, mit A C B CU und u(U \ A) < e.

m Folgenden oft kurz L-S-Magf.
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Satz 3.9. Eine Menge B ist genau dann in M, wenn es

1. U=, ey Un mit offenen Mengen U, und B C U, sowie
2. A=, ey An mit abgeschlossenen Mengen A, und B 2 A

gibt mit u(A) = w(B) = u(U) und p(U \ A) = 0.
Satz 3.10. Fir jedes L-S-Maf p gilt
o u(B)=1inf {u(U) : U offen, U 2O B};
e u(B)=sup{u(A): A abgeschlossen, A C B};
o u(B)=sup{u(K): K kompakt, K C B}.

Definition 3.11. Eine Funktion G: R — R heifit Sprungfunktion, wenn es eine
hochstens abzéhlbare Menge S und eine Funktion p: S — (0, c0) mit

Z p(x) < 00 VneN

zeSN(—n,n)

gibt, so dass ein ¢ € R existiert mit

G(x) =c+sgnz Z p(y) Yz € R.
yeSN(min{z,0} ,max{z,0})

Satz 3.12. Jede Verteilungsfunktion F' kann, bis auf eine additive Konstante,
eindeutig dargestellt werden als die Summe einer Sprungfunktion G und einer
monoton wachsenden stetigen Funktion H.

Bei einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P kann man G(z) := Z p(y) schrei-
ben. Es ist dann G(z) < F(z) := P ((—o0, z]), y€SN(—o0,x)

F(—=00) =0, F(+o0)=1, 0<F(z)<1, G(-o0)=0, 0<G(+o0)<1.

Es sind (fiir ¢ := G(+00),q # 0,1) G := 1G und H := %qH Verteilungsfunktionen

St
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Definition und Satz 3.13 (verallgemeinerte Inverse). Sei F' die Verteilungs-
funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,9). Dann nennt man die
Funktion F~1:[0,1] — R : p — min{x : F(z) > p} die verallgemeinerte Inverse
von F. F~Y(p) wird das p-Fraktil von F genannt. Es gelten folgende Eigenschaf-
ten:

s p<qe F(p) < F(q);

o p< F(z) & F'(p) <

Siehe auch Satz A.10.
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3.1 Lebesgue-Stieltjes-Mafle auf R™

Im Folgenden seien die Operationen und die “<”-Relation auf Vektoren ele-
mentweise definiert. Fiir x = (z1,...,2,), Y = (y1,-..,Yn) ist also z.B. x-y =
(191, - - -, Tnyn). Des weiteren sei " := (Ty, Tpit1, - -5 Tm)-

Definition 3.14 (Differenzenoperator). Fiir eine Funktion F': R™ — R und
x=(x1,...,%m) sei

b i—1 i—1
%aF(x) = F(xy 0,2y ,) — F(o7 7, a, 27 ).
Satz 3.15. Fiir Funktionen F,G: R™ — R gilt
o« Do(F+G) = DoF + 046
3 K3 K3
b ax{a,b
o LF =sgu(b— a)AmliE
o AVAYE =AU AYE
ity jgolat
Aufgrund der letzten Eigenschaft ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.16 (allgemeiner Differenzenoperator). Fiir eine Funktion
F:R™ - Rund a=(a,...,am), b= (b1,...,by) ist

ASF = Nl AR
m- " 1
Satz 3.17.

o NY(F+G)=APF + ARG
e Hingt F: R™ — R nicht von x; (fir ein i) ab, dann ist APF = 0;
Satz 3.18. Sei F': R™ — R und a,b € R™. Dann gilt
AP = Y (-1)%“F(ea+(l—e)b).
ec{0,1}™

Satz 3.19. Seien F,G: R™ — R und gelte A:F = AEG fir alle a <b aus
R™. Dann gilt A:F = A:G sogar fir alle a,b € R™ und es gibt Funktionen
H; : R™ — R, die von z; unabhingig sind, sodass G =F + Y " | H;.

Definition 3.20. Fiir a,b € R™ (a < b) sei (a,b] := [/, (a;, b;].

Hilfssatz 3.21. Sei p ein Maf auf (R™,B,,) und a,b € R™. Dann gilt fir alle
t=1,...,m:

1 ((a,b]) = Al sgn(x;) p H(ajybﬂ x (min (z;,0) , max (x;,0)]
i

Definition 3.22 (Verteilungsfunktion). Eine Funktion F': R™ — R heifit Ver-
teilungsfunktion eines m-dimensionalen Lebesgue-Stieltjes-Mafles p, wenn

ul(a,b]) = AZF
gilt. Fiir a < b ist dann
APF >0,
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Satz 3.23. Sei p ein m-dimensionales Lebesque-Stieltjes-Mafl auf (R™,B,,).
Dann ist F: R™ — R mat

F(x) =sgn <H x1> i ((min (x, 0) , max (x, 0)])
i=1

eine Verteilungsfunktion von p. (Minimum und Mazimum sind komponenten-
weise zu bilden.)

Satz 3.24. F: R™ — R ist genau dann eine Verteilungsfunktion eines m-
dimensionalen L-S-Mafles, wenn gilt:

eVabeR™:a<b= AF >0 und

o [ ist in jeder Koordinate rechtsstetig.

Anmerkung: Aus dem ersten Punkt folgt nicht, dass F' in jeder Koordinate monoton wach-

send ist.

Satz 3.25. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R™,B,,).
Dann ist F: R™ — R mat

F(x) = P ((—00,x])
eine Verteilungsfunktion von P. Fir dieses F gilt

lim F(x)=0 wund lim F(x)=1.

min{z1,...,xym }——00 min{z1,...,Tm } —+00

F ist in jeder Koordinate monoton wachsend. Jede weitere Verteilungsfunktion
G von P mit imyin(q, ...z} ——oo G(x) =0 stimmt mit F dberein.

Satz 3.26. Sei f: R™ — [0,00) so, dass folgende Definition sinnvoll ist (d. h.
die Integrale existieren alle):

T x1
F(ml,...,xm)::/ / f(tl,...,tm)dtl...dtm
—00 —0o0

Dann ist F eine Verteilungsfunktion eines L-S-Mafles auf R™.

Satz 3.27. Sei A, das m-dim. Lebesque-Mafl auf (R™,B,,), A € R™*™ mit
det A#0,beR™ und T: R™ — R™ : x — Ax+b. Dann gilt

e Be®B,, & T(B) e B, und
o (\poT)(B) = |det A| A\ (B).

Insbesondere gilt der Satz fiir A = Ey,, also T'(x) = x + b eine Translation.
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4 Messbare Funktionen

Definition 4.1 (&;-G2-messbare Funktionen). Seien (©;,6;) (i = 1,2) zwei
Messrdume und X: Q7 — Qy. Dann heifit X &1-G5-messbar, wenn

XA es, VAcG,.
Um anzudeuten, dass X &1-Gs-messbar ist, schreibt man
X:(0,61) — (Q2,6,).
Ist Q1 € £y, Q2 = R™2 und Gy = B, (m; € ZT), so nennt man X

e Borel-messbar, wenn &1 = (B, ) g, und
o Lebesgue-messbar, wenn &1 = (£, ) g, ist.
Definition 4.2 (Schreibweisen). Fiir eine Funktion X: @y — Qs und ein

Pridikat () schreibt man

QX)) :={w e : QX (w))}.
Beispiele dafiir sind:
e [XeA={we: X(w)eA}=X"1(A);
e [X>c={we: X(w)e€ (c;0)}=X""1((c,;0)).
Satz 4.3. Seien (;,68;) (i = 1,2) Messriume, X : Q1 — Qg und Sy = A ()
fiir ein Mengensystem €, dann gilt

X:(2,6)) = (2,6) = X H(0)e6, VCOec.

Satz 4.4. Fir einen Messraum (2, &) und eine Funktion X: Q — R ist fol-
gendes dquivalent:
e X:(0,6)— (R,B),
X <ce6 VceR,
(X <e6 VeceR,
e (X c0]e6 VOCR, O offen,
[X € A]e & VACR, A abgeschlossen.

[ ]
Satz 4.5. Sei X : R™ — R™2 stetig. Dann ist X: (R™,B,,,) — (R™2,8B,,,).

Satz 4.6. Sei X: Q — R™ (X = (X1,...,Xn)). Dann ist X: (,6) —
(R™,9B,,,) genau dann, wenn fir allei=1,...,m: X;: (Q,6) — (R,B).

Satz 4.7. Messbarkeit ist transitiv: X: (Q1,61) — (Q2,62), Y: (Q2,62) —
(Qg, 63) Dann fOlgt.‘ XoY: (Ql, 61) — (Qg, 63)

Satz 4.8. Seien X,Y : (Q,6) — (R,®B), dann sind auch folgende Funktio-
nen &-B-messbar: X +Y, X =Y, X .Y, X/Y (wenn definiert), min(X,Y),
max(X,Y), XT := min(X,0), X~ := min(—X,0), |X| = XT + X~. (Bei
punktweiser Definition der Operationen.)

18



Definition 4.9 (messbare Funktion). Sei (€2, &) ein Messraum. Eine Funktion
X : Q — R heifit messbar, wenn

XYB)e& VBe®B A X H+o0) € 6.
Satz 4.10. Sei (X;)ien eine Familie messbarer Funktionen. Dann sind auch

sup X, inf X,,, limsup X,,, liminf X,,, lim X,
n n n n

n—oo
messbar. (Letzteres nur wenn existent, also X,, punktweise konvergent.)

Definition 4.11 (Treppenfunktion). Eine Funktion ¢:  — R heifit Treppen-
funktion, wenn sie nur endlich viele verschiedene Werte aq, ..., a, annimmt.

Satz 4.12. Seit: (,6) — (R,B) eine messbare Treppenfunktion. Dann kann
t dargestellt werden als

ta) = > aila, (@),

wobei die Mengen A; € & eine disjunkte Zerleqgung von € bilden.

Satz 4.13 (Approximation durch Treppenfunktionen).

Sei X: (2,86) — ([O,oo) ,%ﬂ[opo)). Dann existiert eine monoton wachsende
Folge (t,,) von Treppenfunktionen t,: (,6) — ([0, oo),%m[o,x,)), die punkt-
weise gegen X konvergiert. Fir eine beschrinkte Funktion X kann die Folge
(tn) sogar gleichmdfig konvergent gewdhlt werden.

Definition 4.14 (System der Borel-messbaren Funktionen). Man nennt die
Menge aller X : (R,B) — (R, B) das System B der Borel-messbaren Funktionen.

Das System C' der stetigen Funktionen ist eine Teilmenge von B. Ist X, € B fiir alle n € N,

dann ist auch lim X,, € B (falls existent).
n—oo

Definition 4.15 (System der Baire-Funktionen). Das kleinste System von
Funktionen R — R, das alle stetigen Funktionen enthélt und gegeniiber punkt-
weiser Konvergenz abgeschlossen ist, wird das System § der Baire-Funktionen
genannt.

Satz 4.16. Das System der Borel-messbaren Funktionen stimmt mit dem Sys-
tem der Baire-Funktionen iiberein: B = §.

Definition 4.17 (erzeugte o-Algebra). Sei (X;);er eine Familie von Funktionen
X;: Q — R, dann bezeichnet o((X;);cr) die kleinste o-Algebra auf  beziiglich
der alle X; messbar sind. Insbesondere gilt o(X) = X ~1(B) fiir X: Q — R.

Definition 4.18. In einem Messraum (€2, &) heiflen zwei Elemente w, w’ aus
dquivalent, wenn w € A & W' € A fiir alle A € 6 gilt.

Satz 4.19. Seien X: (Q1,61) — (22,62) und Y: (Q1,61) — (R,B), dann ist
Y genau dann o(X)-B-messbar, wenn es eine messbare Funktion f: (Qa2, Sg) —

(R,B) mitY = foX gibt.

Definition und Satz 4.20 (induziertes Maf). Sei X: (2,6,u) — (¥, &),
dann ist mit p'(A") = u(X"1(A")) ein Maf (genannt das von X induzierte
MaBl) auf (', &) definiert. Fiir das von X induzierte Maf§ schreibt man auch
u~ oder pX—1.
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Definition 4.21 (mafitreue Abbildung). Eine messbare Funktion X zwischen
(Q1,61,p1) und (Qg, Sa, o) wird mafireu genannt, wenn fiir alle A € Sa:
p(X71(A)) = p2(A) gilt.

Satz 4.22. Sei (2,6, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T: (2,6) — (,6)
maftreu, X: (2,8) — (R,B) und X, ;= X oT" (T° =id, T" = T o T"1).
Dann gilt fir alle k,n € N und Ereignisse By, ..., By:

P([X) € By, X11 € B1,..., Xgin € By]) = P([Xo € Bo, ..., Xn € By)).

Man nennt so etwas einen stark stationdren Prozess.

4.1 Konvergenzarten

Definition 4.23 (p-fast iiberall). Sei (Q, &, pu) ein Mafiraum bzw. (2, &, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt eine Aussage u-fast tiberall bzw. P-fast
sicher, wenn es eine u- bzw. P-Nullmenge N gibt, so dass die Aussage auf ganz
Ne¢ gilt.

Abkiirzend werden hiufig die Bezeichnungen p-fii bzw. u-fs benutzt.

Definition und Satz 4.24 (Konvergenz u-fast iiberall). Sei (X, )nen eine
Folge von messbaren Funktionen auf (Q,8). Man sagt, (X,,) konvergiert u-fast
iiberall gegen X, wenn es eine Menge N € & gibt mit u(N) = 0 und X,
konvergiert auf N¢ punktweise gegen X .

Das ist fiir endliche X,,, X gleichwertig zu

lim pu(| ) [ X — X[ >€]) =0 Ve>0.
n— o0 k>
Man schreibt X,, — X p-fast iberall.

Definition 4.25 (Konvergenz im Ma8). Eine Folge von messbaren Funktionen
Xn: (,6) — (R,B) heifit konvergent im Mafi (in der Wahrscheinlichkeit)
gegen X, falls

nlLrI;Ou([|Xn —X|>¢€)=0 Ve>0.

Man schreibt X,, & X bzw. p-lim X, = X.

n—oo

Definition 4.26 (Konvergenz u-fast gleichméfig). Eine Folge von messbaren
Funktionen X, heifit p-fast gleichmdflig konvergent gegen X falls

Ve > 0:3N, € & mit u(N,) < e und X,, — X gleichméBig auf N¢.

Die Konvergenz p-fast gleichméfig ist etwas anderes als die gleichméflige Konvergenz p-fast

iiberall.

Definition 4.27 (Cauchyfolge im Maf). Man nennt eine Folge X,, von mess-
baren Funktionen eine Cauchyfolge im Maf, wenn

lim p([| X, —Xm| >€))=0 Ve>0.

n,m— 00
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Satz 4.28. Fir endliches p gilt:

o X, — X p-fast iberall = X, 25 X im Maf;

e (Egoroff) X,, — X p-fast iberall = X,, — X p-fast gleichmdfig.
Satz 4.29. Fir jedes p gilt

o (X,) — X p-fast gleichmifig = X, % X im Map.

o X, & X = (X,,) ist Cauchyfolge im Map.
Satz 4.30. Sei (X,,) eine Cauchyfolge im Mafl von messbaren Funktionen.
Dann folgt:

o FEs gibt eine Teilfolge (X, ) die fast gleichmdfSig konvergiert.

o (X,,) konvergiert im Maf.

Definition und Satz 4.31 (Essentielles Supremum). Das essentielle Supre-
mum einer messbaren Funktion X ist

esssup X :=inf{c € R: u([|X]| > ¢]) =0},

also das Infimum jener reellen Zahlen, die fast iberall grifier als | X| sind. Es
wird auch mit | X ||« bezeichnet.

Illco ist eine Norm auf der Menge aller messbaren Funktionen faktorisiert nach
{X :esssup X = 0}.

Satz 4.32. Sei (X,,) eine Folge messbarer Funktionen, dann gilt
X, — X gleichmdfig fast dberall < || X, — X||co — 0.

Definition und Satz 4.33. Die Menge £ = {X : || X||co < 00} der p-fast
tiberall beschrinkten messbaren Funktionen ist ein Vektorraum.
Faktorisiert man £+ wie oben, also

Loc = {[X] = {Y € Lo : |IX = Y]loo = 0} : X € Lo}

(d. h. man sieht zwei Funktionen als gleich an, wenn sie fast iberall iberein-
stimmen), dann erhdlt man einen Banachraum beziglich der Norm ||+ ||co-

4.2 Zufallsvariablen

Definition 4.34 (Zufallsvariable). Sei (1, &1, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und (Q9, S2) ein Messraum mit 5 C R™, G5 = B, N P(22). Dann nennt man
eine messbare Funktion X : (21, 6;1) — (2, S2) eine (m-dimensionale) Zufalls-
variable (fiir m > 2 auch Zufallsvektor). Das von X induzierte Wahrscheinlich-
keitsmal PX ! auf 25 nennt man die Verteilung von X und die entsprechende
Verteilungsfunktion die Verteilungsfunktion von X. Ist | X (1) < Ng, nennt
man X diskret.

Satz 4.35 (Inversenmethode). Sei F' eine Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunk-
tion und U eine auf (0,1) stetig gleichverteilte Zufallsvariable. Dann ist Y :=
F~1oU verteilt mit der Verteilungsfunktion F. (Dabei bezeichnet F~1 die ver-
allgemeinerte Inverse von F.)
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Definition 4.36 (Dichte). Lésst sich die Verteilungsfunktion F* einer Zufalls-
variable X darstellen als Integral F(x) = ffoo f(t)dt fir eine nichtnegative
Funktion f, dann heif3t f die Dichte von X.

Definition 4.37 (stetige Zufallsvariable). Man nennt eine Zufallsvariable (ab-
solut) stetig, wenn sie eine Dichte besitzt.

Satz 4.38 (Transformation einer stetigen Zufallsvariablen). ? Sei X eine stetige
Zufallsvariable mit Dichte fx und Y = @(X) fiir eine streng monotone, stetig
differenzierbare Funktion ¢ mit nicht verschwindender Ableitung. Dann ist die
Verteilung von' Y gegeben durch ihre Dichte fy mit

fyr=(fxoe™)

Satz 4.39. 3 Seien X und Y wie im Satz oben definiert und sei o zerlegbar
in k streng monotone, stetig differenzierbare Teilstiicke mit nicht verschwin-
dender Ableitung (also es existiert eine disjunkte Zerleqgung von R in Intervalle

I,..., I, so dass alle v; := |1, die gewiinschten Eigenschaften haben). Dann
18t .
ENE O
fr=> (fxoei" dy
i=1

Definition und Satz 4.40 (gemeinsame Verteilung). Seien Xi,...,X,, Zu-
fallsvariablen (2,6, P) — (R,B), dann heifit die durch X = (X1,..., X.) auf
(R™,B,,,) induzierte Verteilung PX~1 die gemeinsame Verteilung wvon
X1, ..., X Ihre Verteilungsfunktion ist gegeben durch:

Fx,. x,(¥1,...,2m) = PX"}((—o00,2"]) =

P{w: Xi(w) <z1,..., Xpn(w) < am}) .
Fiir Ereignisse A; (i=1,...,m) aus (R,B) gilt

pxX~! (ﬁ Ai> =P (ﬁ Xi‘l(Ai)> .

Definition und Satz 4.41 (Randverteilung). Unter den gleichen Vorausset-
zungen wie oben wird die gemeinsame Verteilung von k < m Zufallsvariablen
aus X1, ..., Xy als Randverteilung dieser Zufallsvariablen bezeichnet.

FXl,...,Xk(xla e 7:L‘k) = FXl,H.,Xm(xh ey T, OO0, .., OO)
Fir jede beliebige Auswahl X, ..., X,;, gilt die Aussage in analoger Form.

Insbesondere sind die eindimensionalen Randverteilungen PX;~ ! von Bedeutung.

Satz 4.42. Hat X = (X4,...,X,,) eine stetige Dichte f(x1,...,%m), dann hat
auch X; (i € {1,...,m}) eine stetige Dichte fx, mit

+oo +oo
fxl((ﬂl) :/ / f(l'l,...,.’tm)dl'l... dxi,1 d$i+1... d$m

2Die Aussage und Voraussetzungen dieses Satzes stimmen nicht ganz. Leider zitieren und
verwenden (!) alle Quellen, die mir momentan vorliegen, den Satz sehr ungenau.
3Die gleiche Anmerkung gilt auch hier.
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Definition 4.43. Zufallsvektoren Xi,...,X,, mit X;: (2,8, P) — (R¥ 9B;,)
werden unabhdngig genannt, wenn o(X1),...,o(X,,) unabhingig sind.

Satz 4.44. Zufallsvektoren Xy, ..., X,, wie oben sind genau dann unabhdngig,

wenn
m

Fxl_uxm(xl,...,xm) = HFXi<Xi) VXZ' ERki.

i=1

Satz 4.45. Zufallsvariable X1, ..., X,, mit Dichten fx, sind genau dann un-
abhdngig, wenn

len.Xm(.Th...,.’Em) = HfXL(-Tz) V:L‘i e R.
=1

Satz 4.46. Die Komponenten eines diskreten Zufallsvektors X = (X1,...,Xm)
(mit diskreten X; : (2,8, P) — (R,9B)) sind genau dann unabhingig, wenn

PX7 ((z1,. .y wm)) = [ PXT (@) Yy, zm) € X(Q™).
i=1
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5 Integral und Erwartungswert

Definition 5.1. Essei (2, S, ) ein Mafiraum. Folgende Bezeichnungen werden
verwendet:

T =%(Q6) = {X:(2,6)— (R,B): X ist Treppenfunktion} (mess-
bare Treppenfunktionen),

Tt ={X € T: X >0} (nichtnegative messbare Treppenfunktionen),
M =M(Q,6) :={X:(Q,6) — (R, B)} (messbare Funktionen),
e Mt ={X € M: X >0} (nichtnegative messbare Funktionen).

Definition 5.2. In der Mafitheorie gilt als Konvention: 0 - 0o =00 -0 = 0.

Definition 5.3 (Integral (einer nichtnegativen Treppenfunktion)).
Sei X € T auf einem Mafiraum (€2, &, 1) mit einer Darstellung X = Y7 | a;14,
nach Satz 4.12. Dann ist das Integral von X beziiglich p definiert durch

/Xdu = Zam(Ai).
i=1

Definition 5.4 (Integral (einer nichtnegativen messbaren Funktion)).
Fiir X € 9" auf einem Mafiraum (2, S, i) ist das Integral von X beziiglich p
definiert durch

/Xdu::sup{/Tdu:Te‘IJr/\TgX}.

Definition 5.5 (Integral (einer messbaren Funktion)).

Sei X € M. Dann ist X darstellbar als X = X+ —X~ und die Integrale [ X dy,
J X~ du sind wohldefiniert. Wenn mindestens eines dieser Integrale endlich ist,
dann definiert man das Integral von X durch

/Xd,u::/Xeru—/X*du.

Sind beide Integrale endlich, dann ist f X dp endlich, und man nennt X inte-
grierbar (beziiglich p). Sind beide unendlich, dann existiert das Integral von X
nicht.

Die Menge aller integrierbaren Funktionen auf einen Mafiraum (2, S, ) wird
bezeichnet mit £1(Q, S, p).

Anmerkung: Um anzudeuten, iiber welche Variable integriert wird, schreibt man héufig
J X(w)dp(w) oder [ X(w)p(dw). Ist F eine Verteilungsfunktion von pp, so schreibt man
manchmal auch [ X dF.

Satz 5.6. Ist X € £,(Q,6,u), so gilt u([|X]| = o0]) =0.

Definition 5.7 (Erwartungswert). Ist X € 9(Q, &) eine Zufallsvariable und
P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf diesem Raum, dann nennt man das
Integral von X beziiglich P den Erwartungswert EX von X.
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Definition 5.8 (Integral tiber einer Menge). Sei X € (22, 6) und A € &.
Dann ist das Integral von X tiber A definiert als

/Xdu ::/XlAdu.
A

Existiert [ X du, dann existiert auch [, X du.
Hilfssatz 5.9. In einem MafSraum (0, S, ) gilt fir jede Menge A C Q)
e X e M(A,Gna) = X140 €MQ,6),
o X eMT(A,Gna) & X1y €MT(Q,6),
o [Xdua=[X1adp=[,Xdpu.
Satz 5.10. Seien X,Y € M mit ezistierenden Integralen [ X dp und [Y dp.
Dann gilt:
X <Y p-fast dberall = [ X dp < [Y du;
X =Y p-fast dberall = [ X dp= [Y du;
ceR:c[Xdu= [ecXdp (das rechte Integral existiert dann);

[ Xdp+ [Ydu= [(X+Y)dpu, falls der linke Ausdruck wohldefiniert ist
(das rechte Integral existiert dann);

o fiir X € MT: X =0 p-fast dberall < [ X dp = 0.

Anmerkung: £; ist also ein Vektorraum.
Fiir komplexwertige X definiert man [ X dp:= [ReXdp+i [ImX du.

Satz 5.11 (Beppo Levi; Konvergenz durch Monotonie). Sei (X,) € MY wvon
unten konvergent gegen X € M und es existiere ein messbares Y < X,, (Vn € N)
mit [V~ dp < oo, dann gilt

Analoges gilt fiir eine von oben konvergente Folge die nach oben beschrdnkt ist
durch ein' Y mit [ YT < oco.

Das gilt insbesondere auch fiir die Approximation durch Treppenfunktionen nach Satz 4.13,

was manchmal als Definition des Integrals (fiir positive messbare Funktionen) verwendet wird.

Hilfssatz 5.12 (Lemma von Fatou). Sei (X,,) € M.
o Exmistiert einY € M mitVn e N: Y < X,, und [ Y~ du < oo, dann gilt
Jliminf X,, dp < liminf [ X,, dp.
o Existiert einY e M mitVne N:Y > X, und fY+ dup < oo, dann gilt
Jlimsup X, dp > limsup [ X, dp.
e Existiert einY € M mit Vn e N: Y > |X,,| und [Y du < oo, dann gilt
Jliminf X,, dp < liminf [ X,, dp <limsup [ X, dp < [limsup X, dp.

Satz 5.13 (Lebesgue; Konvergenz durch Majorisierung). Sei (X,,) € MY und

es gebe ein integrierbares Y mit | X,,| <Y. Wenn lim X,, existiert ist
n—oo

/ lim X,,dpy = lim | X, du.

n—oo n—o0
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Satz 5.14. Die Konvergenzsitze sind auch giiltig, wenn die Voraussetzungen
nur w-fast tberall erfillt werden.

Definition 5.15 (Integral (einer p-fast iiberall messbare Funktion)).
Eine Funktion X auf (Q, &) heiit pu-fast iberall messbar, wenn es ein N € &
gibt mit u(N) = 0 und X|ne ist (N¢, Snne)-messbar. Das Integral von X ist

dann definiert durch
/Xd,u = /X]_Nc dye,

falls das rechte Integral existiert.

Satz 5.16. Seien X,Y € £,(Q,6,p). Aus [, Xdu < [, Y du fir alle Ae &
folgt X <Y u-fast iberall.

Satz 5.17. Es sei p o-endlich und [ X dp, [Y du ezistiere. Dann folgt aus
fA Xdp < fA Y du fir alle A € &, dass X <Y u-fast tiberall.

Satz 5.18. Sei (Xo)aga,p €ine Familie von p-fast dberall messbaren Funktio-
nen, ag € (a,b) und limg—q, Xo = Xao p-fast dberall (also o — X, an ag
stetig). Wenn es eine integrierbare Funktion Y wund ein e > 0 gibt fir die
Va € (g — €, 00 +€) = | Xo| <Y gilt, dann dirfen Limes und Integral ver-
tauscht werden:

lim [ Xodp= /Xao dge.
a—aq

Satz 5.19. Seien (X,) und % messbar fir alle a aus einer Umgebung von
ag € R. Wenn es eine eine integrierbare Funktion Y und ein € > 0 gibt mit

Vo € (g — €, + €) : X;%f:o <Y, dann gilt
0 00X,
— [ Xad = du.
Oa / a G a—ao / oa |, a

Als Voraussetzung kann auch ‘% <Y in einer Umgebung von ap genommen werden.

Satz 5.20 (Zusammenhang von Lebesgue- und Riemann-Integral).
FEine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn sie A-fast tberall stetig ist. In diesem Fall existiert auch das Lebesgue-

Integral und es gilt:
b
/ f(z)dx = / fdA

(a,b]

Das Lebesgue-Integral ist also eine echte Verallgemeinerung des Riemann-Integrals.

Satz 5.21. Sei X € M™T, (A,) € &Y paarweise disjunkt. Dann gilt:

/Xd,u:i /Xd,u.
n:()An

UAn

n=0

Daher ist die Abbildung v: A — fA X dp ein Maf auf (2, 6).
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Definition 5.22 (absolute Stetigkeit, Dichte). Seien u, v Mafie auf (2, S). Man
nennt v absolut stetig beziglich p (in Zeichen v < u), wenn fiir alle A € & mit
#(A) =0 auch v(A) = 0 gilt.

Falls v als Integral v(A) = [, X dp fiir ein messbares X darstellbar ist, nennt
man X die Dichte von v beziiglich p.

Satz 5.23. Seien X,Y € M (Q, S) und v(A) := [, X du. Dann gilt

/Ydy:/YXdu,

falls eines der beiden Integrale existiert. Auferdem gilt:
Y e 21(9, 6,1/) < XY € 2,1(9, 6,,11,)

Ist G die Verteilungsfunktion von pg, und ldsst sich G als Stammfunktion von g darstellen
(also pg((a,b]) = G(b) — G(a) = f; g(z)dx = f(a " gd\), so gilt fiir Riemann-integrierbare f

[ fduc - /fgd/\:/:fgdm-
(a,b]

(a,b]

(vgl. Riemann-Stieltjes-Integral)

Satz 5.24 (Substitutionsregel). Sei (1, Sy, u) ein Mafraum und T: (1, 1) —
(Q2,S32). Dann gilt

X € ,81(92, GQ,ﬂTil) & Xol e 21(91, 61,#),

/Xon;L: /Xdqul.

Satz 5.25 (“partielle Integration”). Seien F und G Verteilungsfunktionen und
G(z) :=G(z—) := hlim G(h). Dann gilt:

und in diesem Fall

/ Fduc+ | Gdur = FH)GG) — F(a)G(a).
(a,b] (a,b]

Falls F/ = f und G’ = g folgt: f: Fgdx + f: fGdx = FG|27 also die bei Riemann-Integralen

bekannte partielle Integration.

5.1 Produktriume — Satz von Fubini

Definition 5.26 (Produktsigmaalgebra). Seien &; o-Algebren iiber €;, dann
wird
61 6y =2, ({A1 x Ay A; € 61})

ihre Produktsigmaalgebra genannt.
Definition 5.27 (Schnitte). w; € Q;:

e Es sei C C Q1 x Q. Dann heifit C,,, = {wz € Qo : (w1,wz) € C} der
Schnitt von C in wy. (Analog: C,,).

e Essel X: Q; x Qo — Q. Dann heifit X, : Q2 — Q' : wy — X (wy,ws) der
Schnitt von X in wy. (Analog: X,,)
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Hilfssatz 5.28. Fiir w; € ;, A C Qq x Qo gilt:
e Schnitte sind operationstreu:
= 14, =1a),,;
- (Ac)wi = (A‘-Ui)c7
- (U An)wl = UA’I’LU.)H
- (ﬂ An)wl = nAnww

Ay ,wi €A
— (41 x AQ)W1 = 2 L 1
w , W1 ¢Al

(Ai S Gi),

] CEG1®62:>Cw1 ESQ,CW2 € 6.
X: (Ql X QQ,Gl ® 62) — (Q/,gl) = lei (92762) — (Q/,G/),
Xy (21,67) — (2,6).

Definition und Satz 5.29 (Maf auf dem Produktraum). Sei (1, &1, p1) ein
o-endlicher Mafiraum und (Qg,S2) ein Messraum. Eine reellwertige Funktion
i Q1 x G — R erfiille

o Ywy € Oy ist fi(wr,-) ein Maf auf (Q2,83);
o ji(wy,-) ist gleichmifiig o-endlich beziiglich wy € Q1%;
o VA€ By st i(-,A): (1,61) — (R,B) messbar.

Dann wird mit

WC) == / (w1, Cu) dpis (1)

ein Maf auf (01 XQa, 61 @62) gebildet, das p( Ay x As) fA (w1, A2) dug (wr)
erfiullt. v ist das einzige Maf$ auf ©1 ® G4, das diese Bedmgung fiir alle A; € 6;
erfillt.

Ist insbesondere auch (2, Sa, p2) ein o-endlicher Mafraum, kann man fi(-, A) =
u2(A) setzen und erhdilt das Produktmafl

11 ® 12(C) = / 1i3(Cony) dpin ().

Es ist dann p1 Qo (A1 X Ag) = puy (A1) p2(Asz). p1®us ist durch diese Figenschaft
eindeutig festgelegt.

Satz 5.30 (Fubini). Sei (21,81, u1) ein o-endlicher Mafraum, (Qa, &2) ein
Messraum und fi(-,-), u(-) seien wie oben definiert.

1. Ist X € MT (2 x Qo, 61 @ G3), dann auch

Yw, € Q7 : / le/](wl, dwg) € 9ﬁ+(§21,61)
Qo

/ Xdp= /91 (/92 Xy lwr, dw2)> p1(dwr).

leﬂz

und

4D. h. 3(En) € PB(Q2)N mit UE, = Q2, E, sind paarweise disjunkt und Vn € N :

sup fi(wi, Epn) < 00.
w1 €Q1
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2. Ist X € £1(1 x Q2,61 ® &g, ), dann auch

Ywy € Oy : / leﬂ(wh dwg) S ,81(91,61,/,61)
Qo

/ XdMZ/ (/ leﬂ(whdw)) pa(dwr).
QlXQQ Q1 QQ

3. Ist X € M(Q X Q2,61 @ Ss), und [ X dp existiert, dann gilt

/ Xdp= /Q1 (/Qz Xy w1, dwz)) pa(dws).

Ql XQQ

und

Satz 5.31 (Fubini fiir ProduktmaB). Es seien (£4;,6;,u;) (i = 1,2) zwei
o-endliche Mafridume. Ist X € IM(Qy X Q9,61 ® G2) und existiert das In-
tegral leXQQ Xdus ® po, so existieren auch die iterierten Integrale und die
Integrationsreihenfolge darf vertauscht werden:

[ Xdmem-
Ql><QQ

_ /Q1 (/92 X, duz(w2)> dpr (wr) =
— /Q (/Q X, dul(wl)) dpz(w2).

Die Existenz beider iterierten Integrale ist hingegen nicht hinreichend fiir ihre Gleichheit.

5.2 Weiteres

Satz 5.32. Sei Z eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F'. Dann
ist F' o Z stetig gleichverteilt auf (0,1).

Satz 5.33. Sei ug ein Maf$ auf (R,B) mit Dichte g. Dann ist ucG~' = \ und

f(G(z))g(z)dz = foGdug =
(a,b] (a,b]

- / fduaG " = / f(y) dy.
G((a,b]) (G(a),G(b)]

Vgl. auch Satze 5.23 und 5.24.

Satz 5.34. IstY : (2,6, P) — (R,B, PY 1) eine Zufallsvariable, so gilt:

EY = /Y(w)dP(w) = /ydpy—l(y).

29



6 Signierte Mafle

Definition 6.1 (signierte Mafifunktion). Eine Funktion v: & — (—o0,4o0]
oder v: & — [—00, +00) heifit signierte Mafifunktion, wenn

1. v(0) =0,

2. V(U Lo An) = D07 o v(Ay) fiir paarweise disjunkte A, € &, falls die
Summe wohldefiniert ist.

Fiir X € 9t mit existierendem Integral, ist v mit v(A) := fA X du eine signierte Maffunktion,
die sich als Differenz der Mafle fA X+ du und fA X~ dp schreiben lasst.

6.1 Zerlegungen

Definition 6.2. Sei v ein signiertes Maf auf (22, S). Eine Menge A C Q heif}t
1. positiv, wenn VB € 6,B C A: v(B) > 0;
2. negativ, wenn VB € 6,B C A: v(B) <0;
3. v-Nullmenge, wenn VB € 6,B C A: v(B) =0.

Definition 6.3 (Hahn-Zerlegung). Eine disjunkte Zerlegung (N, P) von Q in
messbare Mengen heif3t Hahn-Zerlegung eines signierten Mafles v, wenn N ne-
gativ und P positiv ist.

Hilfssatz 6.4. Sei v ein signiertes Mafi: (alle Mengen messbar)

[v(A)| < oo =VBCA:|v(B)| < oo;

A, S A=v(A) = nlLII;O v(Ay) (Stetigkeit von unten);

A, VA, Tng : [v(Ap,)] < o = v(A) = nllngo v(Ay) (Stetigkeit von oben);
o v: 6 — (—00,00], V(A) <oo=3IN C A: N ist negativAv(N) < v(A).

Satz 6.5 (Zerlegungssatz von Hahn). Zu jedem signierten Maf$ gibt es eine
Hahn-Zerlegung.

Satz 6.6. Sind (P, N1), (P2, Na) zwei Hahn-Zerlegungen eines signierten Ma-
Bes v, dann sind Py A Py und N1 A Ny v-Nullmengen.

Definition 6.7 (singulire Mafle). Zwei signierte Mafie v und p heilen zu ein-
ander singulir (in Zeichen v L p), wenn es eine disjunkte Zerlegung (A, B) von
Q gibt, so dass A eine v-Nullmenge und B eine y-Nullmenge ist.

Definition 6.8 (Variation eines signierten Mafles). Sei (P, N) eine Hahn-Zerleg-
ung fiir das signierte Maf3 v. Es heifit

e v (A) :=v(AN P) die obere Variation,
o v (A) = —v(ANN) die untere Variation,
o |v| =vT + v~ die Totalvariation von v.
Die Definition ist unabhéingig von der gewéhlten Zerlegung.

Definition 6.9 (Jordan-Zerlegung). Lisst sich ein signiertes Maf} v als Differenz
zweier zueinander singuldrere Mafle 11, 1o, von denen mindestens eines endlich
ist, darstellen, so nennt man (v, ) eine Jordan-Zerlegung von v.

Satz 6.10. Zu jedem signierten Maf$ v existiert genau eine Jordan-Zerlegung
und zwar (v, v7).
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6.2 Satz von Radon-Nikodym

Satz 6.11 (Lebesgue-Zerlegung). Seien u, v o-endliche Mafle. Dann existiert
eine eindeutige Darstellung (genannt Lebesgue-Zerlegung) von v als Summe
zwetier Mafle v, vs mit v, < p und vy L p.

Satz 6.12 (Radon-Nikodym). Seien v, u o-endliche Mafe auf (Q, &) mit v <
w. Dann besitzt v eine Dichte g—; €M (Q,S) beziiglich p:

dv
v(A) = —du.
(A) s

g—; ist u-fast iberall eindeutig bestimmt.

Satz 6.13 (Kettenregel). Seien v, u und p o-endliche Mafle mit v < p < p,
dann gilt

dv  dv dp

dp  dp dp’
Insbesondere, falls v < p und p < v,

v _ (dp\T
dp  \dv '

6.3 Zusammenhang mit reellen Funktionen

Siehe auch Satz A.15.

Satz 6.14. Sei (Q, &, u) ein endlicher MafSraum. Dann ist v < p genau dann,
wenn Ye >0 35 > 0: v(A) < e fir alle A € & mit u(A) < 4.

Definition 6.15 (absolute Stetigkeit reeller Funktionen). Man nennt eine reelle
Funktion f: [a,b] — R absolut stetig, wenn es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt,
sodass fiir jede Familie paarweise disjunkter Intervalle ((a;,b;]);,_; ,, gilt:

Z(bi*ai)<§éZ|f(bi)ff(ai)|<€_

Satz 6.16. Ist F' die Verteilungsfunktion eines L-S-Mafles pp, dann ist pp < A
genau dann, wenn fir alle Intervalle [a, b] die Funktion F|jqp): [a,b] — R absolut
stetig ist.

Satz 6.17 (Satz von Lebesgue). Ist F': [a,b] — R von beschrinkter Schwank-
ung, dann ist F' \-fast tiberall differenzierbar.
Ist F' zusdtzlich monoton, so gilt fir alle x € [a, b

/ F'd\ < F(z) — F(a).
(a,2]
Satz 6.18 (Hauptsatz der Integral und Differentialrechnung fiir Lebesgue-In-

tegrale). F': [a,b] — R ist absolut stetig genau dann, wenn F \-fast iberall
differenzierbar ist und fiir alle x € [a,b] gilt:

/ F'd\ = F(z) — F(a).
(a,7]

Vgl. Satz A.14.
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Definition 6.19 (Differential von signierten Maflen). Sei p ein signiertes Mafl

auf (R,B). Sei €,(z) := {C CR: C offenes Intervall, z € C, A\(C) < 1}. Es
heifit

e Du(z):= lim sup #(0)

=0 ced,(x) ( )

)

m(c

das obere Differential von p und

e Dy(z) := lim  inf

A A NO) das untere Differential von p.

Wenn —oco < Dpu(x) = Du(z) < 400, dann nennt man p an x differenzierbar
mit Differential Du(x) := Du(x).

Satz 6.20. Sei i ein signiertes Map auf (R,B). Dann sind Dy, Dy, Dy (sofern
existent) messbare Funktionen.

Satz 6.21. Ist fiir ein L-S-Maf$ p auf (R,B) mit u(A) = 0. Dann ist p auf A
differenzierbar und es ist Du(A) = 0 A-fast dberall auf A.

Siehe auch Satz A.14.
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7  £,-Réume

Definition 7.1 (£,-Raum). Sei (2,8, i) ein Mafiraum und p € [1,00). Es sei

£, = {X EM(N,6): /|X|p du < oo}
und

Lo ={X € M(Q,6) : esssup | X| < oo} .
Satz 7.2. Fir alle p € [1,00] ist £, ein Vektorraum (iber R).
Definition und Satz 7.3 (Seminorm auf £,). Die Abbildung

1/p
1X 1, = ( [ du)

ist eine Seminorm auf dem Vektorraum £,.

Definition und Satz 7.4. Der Raum
Ly = &p/ ker(]] - [|p)
mit der Norm || - ||, ist ein Banachraum.

Definition 7.5. Die Konvergenz beziiglich | - ||, 1 < p < oo wird auch Kon-
vergenz im p-ten Mittel genannt.

Definition 7.6 (Konvexe und konkave Funktionen). Eine Funktion f heifit auf
einem Intervall I konvez, wenn fiir alle z,y € I und alle o € [0, 1] gilt:

flaz+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —-a)f(y)

Eine Funktion heifit konkav, wenn

flaz+ (1 —a)y) = af(x)+ (1 —a)f(y).

Satz 7.7. Konvexe und konkave Funktionen sind im Inneren des Intervalls ste-
tig und es existieren dort die einseitigen Ableitungen (D"f und D'f). Bei kon-
vexen Funktionen liegen die Tangenten immer unterhalb des Funktionsgraphes,
bei konkaven oberhalb.

Satz 7.8 (Jensen-Ungleichung). Sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X
eine Zufallsvariable und f auf dem Bildbereich von X konvex. Dann gilt

fEX) <Ef(X)

(also f ([ X dP) < [ f(X)dP), falls die Erwartungswerte existieren.
Fiir konkave Funktionen gilt die Ungleichung mit umgedrehtem Ungleichheits-
zeichen.

Satz 7.9 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € [1,00] mit % —|—§ =1, X e g,
Y € £, dann gilt

XYl = [ 1XY] de < X0y 1Y

Anmerkung: Der Spezialfall p =g = % wird auch Cauchy-Schwarz-Ungleichung genannt.
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Satz 7.10 (Minkowski-Ungleichung (Dreiecksungleichung)).
Seien X,Y € £,, dann gilt:

X+ Yl < [ X1lp + [1Y]]p-

Satz 7.11 (Markov-Ungleichung). Sei (2,6, u) ein Mafraum und X € £,,
p < 0o. Dann gilt fiir ¢ > 0:

J1XT” dp
cr
Satz 7.12 (Tschebyschow-Ungleichung (auch Tschebyscheff)). Sei (2, &, P)

ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € £4 (also X habe endliche Varianz) und
e € RY, dann gilt

u({| X[ =) <

E(X — EX)?

P(X -EX)?>e®) =P(|X —EX|>¢) < >

€

Mit der Varianz o* = E(X —EX)? von X gilt fir A € RT

P(IX ~EX| = Vo) <

> =

Satz 7.13. Fir unabhdingige Zufallsvariablen X, Y € £1 gilt:
EXY =EX -EY.

Satz 7.14. Sei (X,,) eine Folge von Funktionen aus £,, die beziglich |- ||, nach
X konvergiert (bzw. eine Cauchyfolge ist). Dann konvergiert (X,,) auch im Maf
nach X (bzw. ist eine Cauchyfolge im Mafs).

Satz 7.15. Sei (Q,6,u) ein endlicher Mafiraum und 1 < p < q. Dann ist
£, C £,. Fiir jede Folge (X,,) aus £, gilt: | X, — X||q — 0= |X,, — X]||, — 0.

Satz 7.16. Sei (Q, 6, u) ein endlicher Mafraum und (X,,) eine Folge aus £,,
die p-fii gleichmdfsig gegen X konvergiert. Dann liegt X in £, und X,, konver-
giert auch im p-ten Mittel gegen X.
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8 Gesetze der groflen Zahlen

In diesem Abschnitt ist (2, S, P) immer ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 8.1 (Momente). Ist fiir eine Zufallsvariable X die Erwartung E|X|"
endlich, so nennt man EX™ das n-te Moment von X.

Definition 8.2 (Varianz). Fiir X € £5 bezeichnet 02 = var X := E(X — EX)?
die Varianz von X.

Satz 8.3 (Minimalitétseigenschaft des Erwartungswertes). X € £o:

E(X —EX)? = minE(X — a)?

a€R

Anmerkung: Fiir den Median m von X gilt E|X — m| = minE|X — a|.
Satz 8.4 (Steiner’scher Verschiebungssatz). X € £5:
var X = EX? — (EX)?.

Definition 8.5 (Kovarianz und Korrelationskoeffizent). Seien X,Y € £5, dann

bezeichnet cov(X,Y) := E(X —EX)(Y —EY) die Kovarianz von X und Y und
_ cov(X)Y)
P= Vvar X var Y

Satz 8.6. X,Y € £5:

ihren Korrelationskoeffizenten.

var(X +Y) =var X + varY + 2cov(X,Y).
Sind X und Y unabhingig, so ist cov(X,Y) = 0, die Umkehrung gilt i. A. nicht.

Definition und Satz 8.7 (Stichprobenmittel). Sei (X,,) eine Folge unabhdng-

iger Zufallsvariablen aus £y mit identischem Erwartungswert p und Varianz o2.

2

Dann bezeichnet X, := % Z?:l X, das Stichprobenmittel. Es gilt var X,, = Z-.

n

Anmerkung: “itd” = “independent and identically distributed”.

Satz 8.8 (schwaches Gesetz der groBen Zahlen). Sei (X,,) eine Folge von iid
Zufallsvariablen aus £o mit Erwartungswert p. Dann konvergiert das Stichpro-
benmittel X,, in Wahrscheinlichkeit gegen p:

Ve>0: lim P ([|X, —pu|>e€])=0.

Satz 8.9 (starkes Gesetz der grofien Zahlen). Sei (X,,) eine Folge von un-
abhdngigen Zufallsvariablen aus Lo mit identischem Erwartungswert p deren
Varianzen nach oben beschrinkt sind. Dann konvergiert X,, fast sicher gegen p:

P([nh_{réoyn :,u]) =1.

Satz 8.10 (Ungleichung von Kolmogorow). Seien X1, ..., X, € £ unabhdingige
Zufallsvariablen mit EXy, =0 (Vk), so gilt fir alle e > 0
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Satz 8.11 (Kolmogorows Gesetz der groBen Zahlen). Sei (X,,) eine Folge von
unabhdingigen Zufallsvariablen aus Lo mit .-, Z%var X; < oo und EX; =0,
Vi. Dann konvergiert X,, fast sicher gegen 0.

Satz 8.12. Sei (X,,) eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen aus £o mit
>0, & var X; < co. Dann konvergiert 2 3" | (X; — EX;) fast sicher gegen 0.

i=1 42

Satz 8.13. Sei (X,) eine Folge von iid Zufallsvariablen aus £, mit Erwar-
tungswert p. Dann konvergiert X, fast sicher gegen p.

Satz 8.14. Sei (X,,) eine Folge von iid Zufallsvariablen fiir die X,, P-fast sicher
gegen p konvergiert. Dann sind die X,, aus £, und EX, = u.

Definition 8.15 (empirische Verteilungsfunktion). Seien X7,..., X, iid Zu-
fallsvariablen. Dann heif3t

1 n
i=1

die empirische Verteilungsfunktion von Xq,..., X,.

Satz 8.16 (Gliwenko-Cantelli; Fundamentalsatz der Statistik). Sei (X,,) ei-
ne Folge von iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Dann konvergiert
F,(z) fast sicher gegen F(z). Mit

dy, :=sup |F,(x) — F(x)|
z€R

gilt
P([lim d, =0]) =1,
n—oo

die Konvergenz ist also auch gleichmdfsig.

Satz 8.17 (Kolmogorow-0-1 fiir Zufallsvariablen). Sei (X,,) eine Folge von un-
abhdngigen Zufallsvariablen und

Tyi= () o(Xn, Xng1,--).

n=1

Dann gilt fiir jedes A € T,: P(A) =0 oder P(A) = 1.
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9 Verteilungskonvergenz — zentraler Grenzver-
teilungssatz

Der Begriff “Verteilungsfunktion” wird in diesem Abschnitt immer im engeren
Sinn verwendet, aufler es wird extra darauf hingewiesen, dass es sich um eine
Verteilungsfunktion im weiteren Sinn handelt.

Definition 9.1 (Verteilungskonvergenz). Eine Folge von Zufallsvariablen mit
Verteilungsfunktionen F,, konvergiert in Verteilung (oder schwach) gegen eine
Zufallsvariable die nach F' verteilt ist, falls an allen Stetigkeitspunkten x von F'
gilt: nlirréo F,(z) = F(x). Man schreibt: F,, = F.

Satz 9.2. Konwvergiert eine Folge von Zufallszahlen X, in Wahrscheinlichkeit
gegen X, so konvergiert sie auch in Verteilung (Fx, = Fx ).

Satz 9.3 (Darstellungssatz von Skorokhod). Konvergiert eine Folge von Vertei-
lungsfunktionen F, schwach gegen F', dann gibt es einen Wahrscheinlichkeits-
raum (2, &, P) und unabhingige Zufallsvariablen X, und X auf diesem Raum,
so dass die F,, Verteilungsfunktionen von X,, sind, F jene von X und X,, P-fast
sicher gegen X konvergiert.

Satz 9.4 (Portmanteau).

F,=F<= lim [ fdF, = /de Vf:Q — R stetig und beschrinkt.

n—oo

Satz 9.5 (zentraler Grenzverteilungssatz). Sei (X,,) eine Folge von id Zufalls-
variablen mit endlicher Varianz o und Erwartungswert p. Dann konvergiert
ﬁ Yo Xizit in, Verteilung gegen eine mit N(0,1) verteilte Zufallsvariable.

o

% nennt man normierte Zufallsvariablen (sie haben Erwartungswert 0 und Varianz 1).

Satz 9.6 (Helly). Sei (F),) eine Folge von Verteilungsfunktionen. Dann existiert
eine Teilfolge (F,, ) und eine Verteilungsfunktion im weiteren Sinn, so dass
F, = F.

Definition 9.7 (straff). Man nennt eine Folge (F},) von Verteilungsfunktionen
straff, wenn es fiir alle € > 0 ein K. € (0,00) gibt, sodass fiir alle n € N gilt:
F.(—K.) <eund F,(K.) >1—e.

Satz 9.8 (Prochorow). Sei (F),) eine straffe Folge von Verteilungsfunktionen.
Dann existiert eine Teilfolge (F,,) und eine Verteilungsfunktion F im engeren
Sinn, so dass F,, = F.

Definition 9.9 (charakteristische Funktion). Sei p ein endliches Maf auf auf
(R,*B). Die Funktion

o(t) = [ e dufa)

heifit charakteristische Funktion von u. Ist X eine Zufallsvariable, so nennt man
die Funktion

©(t) := Ee'X = /e“z dFx(x)

die charakteristische Funktion von X.
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Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen ist als Integral einer beschriankten Funk-

tion immer wohldefiniert, und es gilt |p(t)| < p(9).

Definition 9.10 (momenterzeugende Funktion). Sei X eine Zufallsvariable.
Dann heifit die Funktion Mx (t) := Ee!* die momenterzeugende Funktion von
X, falls sie in einem offenen Intervall um 0 existiert.

Die momenterzeugende Funktion muss nicht immer existieren.

Satz 9.11. Seien X und Y unabhdingige Zufallszahlen, dann gilt

Ox+y = oxpy und Mxiy = MxMy.
Satz 9.12.

o wx ist gleichmdfig stetig;

o fiir X € £, gilt M'(t) = EXe!X, also: M (0) = EX";

o fir X € £, gilt (™ (t) = i"EX"e™X also: o™ (0) = i"EX";

e vr =g = F(x) = G(x) an allen Stetigkeitspunkten von F und G;

e konvergiert eine Folge von Verteilungsfunktionen (F,) schwach gegen eine

Verteilungsfunktion F im engeren Sinn, dann konvergiert ¢, nach ¢p.

Satz 9.13 (Umkehrsatz). Sei ¢ die charakteristische Funktion zu einer Vertei-
lungsfunktion F. Es gilt fir zwei Stetigkeitspunkte a < b von F':

1 ¢ _—ita __ ,—ith
F(b) — F(a) = lim —/ %@(t) dt.
: i
Satz 9.14. Sei ¢ die charakteristische Funktion zu einer Verteilungsfunktion
F. Ist ¢ integrierbar, dann hat F' eine Dichte f und

1

= — [ e " p(t)dt.
27T R

f(x)

Satz 9.15 (Stetigkeitssatz). Sei (p,) eine Folge charakteristische Funktionen
zu Verteilungsfunktionen F,,, die gegen eine in 0 stetige Funktion ¢ konvergiert.
Dann ist ¢ charakteristische Funktion einer Verteilung F mit F,, = F.
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A Aus den Ubungen

Ich habe versucht die wichtigsten Sitze aus den Ubungen herauszuschreiben.
Falls ich etwas vergessen haben sollte: me@caramdir.at. Die Verteilungen sind
um einige Eigenschaften, die wir nie explizit aufgeschrieben haben, ergénzt.

Satz A.l.

L4 ]-lim sup A, — lim sup 1An

® lyninf A, — lim inf 1An
Satz A.2. SeifR ein Ring, dann ist
AR) ={A: Ac RV A° € R}.

Satz A.3. Jedes der folgenden Mengensysteme erzeugt die Borel-Mengen auf

Die halboffenen Intervalle;

die offenen Intervalle;

die offenen Mengen;

die abgeschlossenen Intervalle;

die abgeschlossenen Mengen;

die Intervalle mit rationalen Endpunkten;

die kompakten Mengen.

Satz A.4. Sei € # () ein Mengensystem, dann gilt:
M(C) = R, (€) & R(C) C M(C).
Satz A.5. Jeder o-Ring ist endlich oder tberabzdhlbar.

Satz A.6 (Jordan’sche Gleichung). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und Cy das Ereignis, dass genau k der Ereignisse Aq,..., A, eintreffen. Dann
gilt
Lkt
P(Cy) = Z(I)J( ' ) S () A

7=0 1<ip < <ipg;<n =1
Satz A.7 (Bonferroni-Ungleichung). Seien A1, ..., A, Ereignisse in einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, &, P) und m € {1,...,n}, dann gilt

(—1)k+1 Z P(A;,;n---NA;,) < P(U A;), m gerade

1 1<iy<--<ix<n i=1

NE

>
Il

bzw.

n

z:(—l)kJrl Z P(A;,Nn---NA;,) > P(U A;), m ungerade.

k=1 1<iy <-<ip<n i=1
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Satz A.8. Seien u und v Mafe auf einem Semiring T. Dann ist (u + v)* =
p* vt und Mgy 2 My NIy, Wenn p und v o-endlich sind gilt die
Gleichheit.

Satz A.9. Fin dufleres Maf, das auf einem Ring additiv ist, ist dort auch ein
Mayps.

Satz A.10. Fir die verallgemeinerte Inverse F~' einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung gilt:

e Vpe[0,1]: F(F~1(p)) > p;
Ve eR: F71(F(x)) <x;

o F~1 ist linksstetig;

o [ ist stetig = F(F~'(p)) = p;

o F ist strikt monoton = F~1(F(z)) = z.

Satz A.11. Konvergiert eine Folge (X,,) nichtnegativer messbarer Funktionen
mit sup,, [ X,, dp < oo p-fast iberall gegen X, so ist X integrierbar und es gilt
J X dp <sup, [ X, du.

Satz A.12. Sei (X,,) eine Folge integrierbarer Funktionen in (2, &,pu) mit
Sooo [ 1Xn| dp < oo. Dann konvergiert y o X,, p-fast iberall gegen eine
integrierbare Funktion X und es gilt Y .- [ X, dp = [ X du.

Definition und Satz A.13 (Faltung). Seien Py, Py, P; Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf (R,B). Dann ist mit P+ Py(A) := [ Pi(A—y)dPs(y) (A€ B)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,B) definiert. Sie wird die Faltung
von Py und Py genannt. Es gilt:

[ ] P1>(<P2:P2>(<P1.

[ ] Pl k (PQ *Pg) = (Pl *PQ) *Pg.

e Sind X1, X5 unabhdngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, &, P) mit P; := PX; ', s0 gilt: P, x Py = P(X; + Xo) ™.

o P, < X dann ist P, x Py, < X\ und

R0 = [0 e aw.

Satz A.14. Sei p = p. + ps ein L-S-Maf$ auf (R,B) mit Verteilungsfunktion
F und der Lebesque-Zerleqgung p. < A, ps L A. Es gilt dann:

o L ist A-fast dberall differenzierbar mir Dus = 0 A-fast dberall, und

o [ ist \-fast iiberal differenzierbar mit F' = ‘if;f = Du. = Du \-fast
tberall.

Satz A.15. Seien (;,6;,1:) (i = 1,2) zwei o-endliche Mafirdume und
v; K pi. Dann gilt 1h @ vy < 1 Q@ po und

dV1 X V2 o dV1 dl/2
dpy @ p2 - dpr dpsg
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A.1 Verteilungen

Definition und Satz A.16 (diskrete Gleichverteilung).

Merkmalsraum: endliche Menge A = {z1,...,z,} CR
P X=2]=1

n

Definition und Satz A.17 (Bernoulli-Verteilung (Alternativvert.)).

X ~ By, pe|0,1]

Merkmalsraum: {0,1}.

1 (Erfolg) wird mit der Wahrscheinlichkeit p angenommen.
PX=0=1-p, PIX=1]=p

Mx(t) = pe' + (1 - p)

EX =p

var X =p(p — 1)

Definition und Satz A.18 (Binomialverteilung).

X ~Bn,, neZt, pel01]
Merkmalsraum: {0, ... ,n}

Anzahl der Erfolge bei n unabhdngig durchgefiihrten Bernoulliversuchen
B,.

PIX =il = (})p'(1 —p)"
Mx(t) = (pe' +1—p)"

EX =np
var X = np(1 — p)
By = B,

Definition und Satz A.19 (geometrische Verteilung).

X ~Gp, pe0,1]
Merkmalsraum Z+

Anzahl der Versuche bis bei unabhdngigen Bernoulliversuchen B, der erste
Erfolg eintritt.

PIX =kl =p(1-p*!
Fx(k)=1-(1-p)*
EX =

S = ||

1—
var X = TQP

geddchtnislos

Definition und Satz A.20 (negative Binomialverteilung).

X ~ nean,;n ne Z+; pe [07 1]

Merkmalsraum: {n,n+1,...}
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Anzahl der notwendigen Bernoulliversuche By, bis n Erfolge eingetreten
sind.

PIX =K = (32 (1 —p)*"

n—1
EX =2
P
var X = "(;;p)
G, =negBi )

Definition und Satz A.21 (hypergeometrische Verteilung).

X ~Hyan, NeZt, Ae{0,...,N},ne{l,...,N}
Merkmalsraum: {max{0,n — N + A},..., min{A,n}}

Gezogene markierte Kugeln bei n Ziehungen ohne Zuricklegen aus einer

Grundgesamtheit von N Kugeln mit A markierten Kugeln.
N—A)

P[X — k‘} — (2)((1\7)—k

n

EX =n

2l

A (N=A)(N—n)

var X = ny NN-D)

Definition und Satz A.22 (Poisson-Verteilung).

X ~Py, € R*

Merkmalsraum: Ng = {0,1,2,...}

Anwendung z. B.: Gegeben sind ein zufilliges Ereignis, das durchschnitt-
lich einmal in einem zeitlichen Abstand ty stattfindet und ein Zeitraum
to. Die Poissonverteilung Py mit A = % gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass im Zeitraum to genau n Ereignisse stattfinden. Anders ausgedriickt

ist X die Wahrscheinlichkeit fir das mittlere Auftreten eines Ereignisses
in einem Intervall.’?

PIX = k] = 2re
Mx(t) = eMe'=1)
EX =\

var X = \

Wenn das zeitliche Eintreffen seltener Ereignisse einen Poisson-Prozess
bildet, folgen die Zeitintervalle zwischen den Ereignissen einer Exponen-
tialverteilung.

Definition und Satz A.23 (stetige Gleichverteilung).

X ~Ugyp oder Sqp, —00 < a <b< oo

Merkmalsraum: [a, b]
fx (@) = 55,
FX('T:) = b:;l (f’LL?“ x e [avb])

R@‘

5Zitat: http://de.wikipedia.org/wiki/Poisson-Verteilung
6
ebd.
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_ b
EX = ot

(b—a)?

var X = 5

Definition und Satz A.24 (Gamma-Verteilung).

X ~v(a,b), a,b € RT
Merkmalsraum: R

Fr(a) = fgan et

Spezialfille: Exy = (1, \), Erpx =v(n,\), X3 = ’7(%» %)

Nach den durchgerechneten Ubungsbeispielen zu schliefien, verwendet Prof.
Kusolitsch T'(«, 8) = v(«, %)

Definition und Satz A.25 (Exponentialverteilung).

X ~ FExy, A eRt
Merkmalsraum: Rt

Anwendung z. B.: Zwischenankunftszeiten eines Poisson-Prozesses mit
Starke \; Lebensdauern

fx(z) = Xe™ ™
Fx(r)=1—e "
Mx(t) = (1- %)
EX = %
var X = /\%
geddchtnislos

Exy=7(1,))

Definition und Satz A.26 (Erlangverteilung).

X ~Erp, ne€Z, Xe Rt
Merkmalsraum: R

Verteilung der Summe von n Exy verteilter Zufallsvariablen

n

fx(x) = ﬁx

Fy(z)=1-e 30, (E\f—)1;'
Mic(t) = (1= )"

X

n—le—kx

&

sz
Xz

&
3
>

Il
=
S
=
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Definition und Satz A.27 (Normalverteilung).

X ~N(u,0%), n€R, 0 € Rt
Merkmalsraum: R

fx(w) = e b

2mo

o242

Mx (t) = ettt 72
EX =pu
varX =o
N(0,1) heifit Standardnormalverteilung
X%~ G

2

Definition und Satz A.28 (Chi-Quadrat-Verteilung).

X~x2, ket
Merkmalsraum: RT

Verteilung der Summe der Quadraten von k unabhdngig Standardnormal-
verteilten Zufallvariablen.

fxlo) = jré)e%

My (t) = (1—2t)"% (fir2t<1)
EX =k

var X = 2k

xi=753%)

Definition und Satz A.29 (Cauchy-Verteilung).

X ~ Cauchy(zg,7), To € R, v € RT

Markmalsraum: R

fx(z) = W

_ 1 - 1
Fx(xz) = + arctan (“" ,y””") + 5

s

Mx (t) existiert nicht.

Ox (t) — e;coit—fy|t|

EX existiert nicht

var X existiert nicht

xo ist Median und Modus

Gamma(0, 1) wird als Standard-Cauchy- Verteilung bezeichnet.
A.30 (Faltungen).

Bpn, p* By p = Bnitnap

negBy, p * negBy, , = negBy,, 1n, p

Py, * Py, = Py 4,

Erp a*xErp, x = Ery, 4n,.0

Y(a1,b) *y(az,b) = y(a1 + az,b)

N(pu1,07) * N(p2,03) = N(p1 + po, 07 + 03)
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B Konvergenzarten

Folgende Tabelle stellt dar, welche Konvergenzart messbarer Funktionen aus
welcher folgt. Die Folgerungen mit strichlierten Pfeilen (==) gelten nur in
endlichen Mafiriumen. Auflerdem sei 1 < p < g < oc.

glm. Konv. p-fii  7.16
(Konv. in Lo,) —

H/ 7.14

p-fast glm. Konv. =2 Konv. im Mafi <—=——> CF im Maf

== Konv.in L, <« ==== Konv. in L,

4.30
0 =7
14.28 25 9-2 ﬂ4'30
ﬂ | _ = 7428
oz ) . 3 p-fast
Konv. p-fi Konv. in Verteilung glm. konv. TF
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C Changelog

1.0 (12. Oktober 2006) Alle Definitionen und Sétze der Vorlesung auflier den
letzten beiden Stunden (bedingte Wahrscheinlichkeit) und einige Ergéinz-
ungen von mir.

1.1 (6. Februar 2007) Lizenzinderung (zu CC); Geéinderte Voraussetzungen
fiir die Sétze 5.18 und 5.19 (Y muss integrierbar sein); Satznummern 5.31
- 5.33 haben sich um Eins nach hinten verschoben; Satznummern 7.4 -
7.13 haben sich um Zwei nach hinten verschoben; neuer Satz 7.16; neue
Ubersicht iiber die Konvergenzarten; viele kleine Fehler korrigiert und Ver-
besserungen hinzugefiigt.

1.1.1 (28. Februar 2007) Viele kleine stilistische Verbesserungen.

1.1.2 (15. August 2007) Definitionen Borel-/Lebesque-messbar (4.1) an das
Skriptum angepasst. Tippfehler in Def. 4.2.

1.2 (10. Oktober 2007) Viele mehr oder weniger kleine Fehler, grofitenteils
gefunden von Dominik. Achtung: Einige Seitenzahlen haben sich verscho-
ben.
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Bernoulli-Verteilung, 41 konkave, 33
Binomialverteilung, 41 konvexe, 33
Bonferroni-Ungleichung, 39 maftreue, 20
Borel-Cantelli, siche Lemma von Borel- messbare, 18, 19
Cantelli momenterzeugende, 38
Borel-Mengen, 6, 39
Borel-messbare Funktion, 18 Gamma-Verteilung, 43
gemeinsame Verteilung, 22
Cauchy-Verteilung, 44 geometrische Verteilung, 41
Cauchyfolge Gesetz der groflen Zahlen
im Ma#f, 20 Kologorows, 36
charakteristische Funktion, 37 schwaches, 35
Chi-Quadrat-Verteilung, 44 starkes, 35
Gleichverteilung
Darstellungssatz von Skorokhod, 37 diskrete, 41
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stetige, 42 Lo, 21

£1,24
Hahn-Zerlegung, 30 £,, 33
Hauptsatz der Integral und Differen- 1S Ma8, siche Lebesgue-Stieltjes-Mafl
tlalr.echnung, 31 Lebesgue-Ma8, 14
Hélder-Ungleichung, 33 Lebesgue-messbare Funktion, 18
hypergeometrische Verteilung, 42 Lebesgue-Stieltjes Maf
id Verteilungsfunktion, 14, 16
lid, 35 Lebesgue-Stieltjes-Maf, 14
Inhalt, 9

Lebesgue-Zerlegung, 31
Lemma von Borel-Cantelli
erstes, 10
zweites, 13
Lemma von Fatou, 25
lim (Mengen), 8
Limes (Mengen), 8
Limes inferior (Mengen), 8
Limes superior (Mengen), 8
liminf (Mengen), 8
limsup (Mengen), 8

Fortsetzung, 9
Integral, 24-26

fast iiberall messbare Funktion, 26

komplexwertige Funktion, 25

messbare Funktion, 24

nichtnegative messbare Funktion,
24

nichtnegative Treppenfunktion, 24

iiber eine Menge, 25

Zusammenhang mit dem Riemann-
Integral, 26

. . . £,-Raum, 33

integrierbare Funktion, 24

Inversenmethode, 21 Ma$, 9
duBeres, 11

Jensen-Ungleichung, 33
Jordan’sche Gleichung, 39
Jordan-Zerlegung, 30

Differential, 32

endliches, 9

erzeugtes dufleres, 11
Kettenregel, 31 Forts@zung, 9,11
induziertes, 19

induziertes dufleres, 11
Lebesgue-Maf, 14
Lebesgue-Stieltjes-MaB, 14
Produkt-, 28

Kolmogorow-Ungleichung, 35
Kolmogorows 0-1-Gesetz, 13

fiir Zufallsvariablen, 36
Kolmogorows Gesetz der groflen Zah-

len, 36

Konvergenz Produl’itraum, 28
durch Majorisierung, 25 O’.—en.dhches, 9
durch Monotonie, 25 S}gnlelt.tes, 30
fast gleichmifig, 20 singulidre Mafle, 30
fast-iiberall, 20 MaBraum, 12 '
im MaB, 20 maftreue Abbildung, 20
im p-ten Mittel, 33 Markov-Ungleichung, 34
in L,, 33 Median
schwache, 37 Minimalitétseigenschaft, 35
Ubersicht, 45 Menge

messbare, 11
negative, 30
positive, 30

Verteilungs-, 37
Korrelationskoeffizient, 35
Kovarianz, 35

Mengensystem
£, 14 Unabhéngigkeit, 13
A, 14 messbare Funktion, 18, 19
L, 21 Integral, 24
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messbare Menge, 11
Messraum, 12

dquivalente Elemente, 19
Minkowski-Ungleichung, 34
Moment, 35
momenterzeugende Funktion, 38
monotones System, 7

negative Binomialverteilung, 41
Normalverteilung, 44
Nullmenge, 30

P(4), 4
partielle Integration, 27
Poisson-Verteilung, 42
Portmanteau, 37
Produktmaf, 28
Produktsigmaalgebra, 27

R, 4
Randverteilung, 22
Ring, 5

erzeugter, 6

o(X), 19
o-additiv, 9, 30
o-Algebra, 5
erzeugte, 6, 19
Produkt-, 27
o-Ring, 5
erzeugter, 6
Vervollstiandigung, 12
o-Subadditivitét, 10, 11
Satz von Beppo Levi, 25

Satz von der vollstéandigen Wahrschein-

lichkeit, 12

Satz von Egoroff, 21
Satz von Fubini, 28, 29
Satz von Gliwenko-Cantelli, 36
Satz von Helly, 37
Satz von Lebesgue, 25, 31
Satz von Prochorow, 37
Satz von Radon-Nikodym, 31
Schnitt, 27
Semialgebra, 6
Semiring, 6

im engeren Sinn, 6

im weiteren Sinn, 6

vollstéandiger, 9
Sprungfunktion, 15

Spur, 7
stationdrer Prozess, 20
Steiner’scher Verschiebungssatz, 35
Stetigkeit

absolute (Mafe), 27

absolute (reelle Funktionen), 31

von oben, 10, 30

von unten, 10, 30
Stetigkeitssatz, 38
Stichprobenmittel, 35
Substitutionsregel, 27

Totalvariation, 30
translationsinvariant, 14
Treppenfunktion, 19
Approximation durch, 19
Integral, 24
Tschebyschow-Ungleichung, 34

Umkehrsatz, 38

Unabhéngigkeit
Ereignisse, 12
Mengensysteme, 13
Zufallsvektoren, 23

Ungleichung
Bonferroni, 39
Holder, 33
Jensen, 33
Kolmogorow, 35
Markov, 34
Minkowski, 34
Tschebyschow, 34

Varianz, 35

Variation, 30
obere, 30
Total-, 30
untere, 30

verallgemeinerte Inverse, 15, 40

Verteilung
Alternativverteilung, 41
Bernoulli-Verteilung, 41
Binomialverteilung, 41
Cauchy-Verteilung, 44
Chi-Quadrat-Verteilung, 44
diskrete Gleichverteilung, 41
Erlangverteilung, 43
Exponentialverteilung, 43
Gamma-Verteilung, 43
gemeinsame, 22



geometrische, 41

hypergeometrische, 42

negative Binomialverteilung, 41

Normalverteilung, 44

Poisson-Verteilung, 42

Rand-, 22

stetige Gleichverteilung, 42
Verteilungsfunktion, 14, 16

empirische, 36

im engeren Sinn, 14

im weitern Sinn, 14

straffe, 37
Verteilungskonvergenz, 37

Wahrscheinlichkeitsmaf, 9
Wahrscheinlichkeitsraum, 12
Wahrscheinlichkeitsverteilung, 9

zentraler Grenzverteilungssatz, 37
Zerlegungssatz von Hahn, 30
Zufallsvariable, 21
diskrete, 21
stetige, 22
Transformation, 22
Verteilung, 21
Zufallsvektor, 21
Unabhéngigkeit, 23
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